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Introduccio´
El problema de resoldre equacions diofa`ntiques sobre els enters sovint es redueix al problema
de trobar el conjunt de punts racionals en una corba algebraica, e´s a dir, aquells punts de la
corba amb coordenades racionals. Malgrat grans esforc¸os que es remunten fins als matema`tics de
l’Antiga Gre`cia, encara no es coneix si existeix un algorisme general que donada l’equacio´ d’una
corba retorni el conjunt dels seus punts racionals, en cas que aquest sigui finit. De fet, encara
que sapiguem que una certa corba algebraica te´ infinits punts racionals, calcular un d’ells amb
alguna propietat desitjada pot ser una tasca ben complicada. Per exemple, no existeix encara cap
algorisme capac¸ de calcular un punt d’ordre infinit en una corba el·l´ıptica definida sobre Q de rang
positiu, problema que esta` estretament relacionat amb la famosa i encara oberta Conjectura de
Birch i Swinnerton-Dyer.
D’altra banda, donada una corba algebraica X, podem intentar demostrar que no te´ punts
racionals, e´s a dir, que X(Q) = ∅. Com que un punt en X(Q) definiria un punt en X(Qp) per
a cada primer p ≤ ∞ (essent Q∞ = R com e´s habitual), e´s clar que si X(Qp) e´s buit per algun
primer p aleshores X(Q) tambe´ ha de ser buit. Quan aixo` passa, es diu que hi ha una obstruccio´
de tipus local-global a l’existe`ncia de punts racionals en X. De fet, es diu que una famı´lia de corbes
satisfa` el principi local-global (o principi de Hasse) si per a tota corba de la famı´lia es verifica que
X(Q) 6= ∅ si, i nome´s si, X(Qp) 6= ∅ per a tot primer p ≤ ∞. Quan X satisfa` el principi de
Hasse, es coneixen algorismes per decidir si el conjunt X(Q) e´s buit o no en un nombre finit de
passos. Per exemple, d’acord amb el Teorema de Hasse-Minkowski sabem que tota corba definida
per una equacio´ quadra`tica sobre un cos de nombres satisfa` el principi de Hasse. Tanmateix, hi ha
molts contraexemples al principi de Hasse en la literatura. En els anys 1940, Lindt i Reichardt,
independentment, van trobar una de les primeres corbes per a les quals el principi de Hasse no es
verifica. Aquesta corba ve definida per l’equacio´ af´ı
y2 = x4 − 17.
D’altra banda, Selmer va provar uns anys me´s tard que la corba definida per l’equacio´ 3x3 + 4y3 +
5z3 = 0 e´s tambe´ un contraexemple al principi de Hasse. Actualment, aquesta corba es coneix com
la cu´bica de Selmer.
En aquest treball ens centrem en les corbes de Shimura, que durant les darreres de`cades han
esdevingut un objecte clau en diverses qu¨estions de modularitat, relacionades per exemple amb
l’U´ltim Teorema de Fermat. Avui en dia, so´n tambe´ un dels ingredients emprats en diferents
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contribucions a la Conjectura de Birch i Swinnerton-Dyer. L’objectiu modest d’aquest treball e´s
revisar els treballs de B. W. Jordan [Jor86] i A. N. Skorobogatov [Sko05] sobre l’existe`ncia de
punts racionals en corbes de Shimura sobre cossos quadra`tics imaginaris, i portar un dels seus
resultats un pas me´s enlla` (vegeu els comentaris me´s avall, i el Teorema 5.1).
Suposem doncs que BD e´s una a`lgebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D >
1, i considerem la corba de Shimura XD/Q associada. Segons la interpretacio´ modular de XD, si
K/Q e´s un cos quadra`tic imaginari, aleshores els puntsK-racionals deXD parametritzen superf´ıcies
abelianes amb multiplicacio´ quaternio`nica per BD definides sobre Q¯ i amb cos de mo`duli K, pero`
que no necessa`riament admeten un model racional sobre K. D’acord amb el treball de Jordan
a [Jor86], les superf´ıcies abelianes parametritzades per un punt P ∈ XD(K) admeten un model
racional sobre K si, i nome´s si, el cos K escindeix BD (vegeu Teorema 3.2). Sota aquesta hipo`tesi,
Jordan va donar condicions suficients expl´ıcites per tal que XD(K) = ∅, produint aix´ı exemples de
corbes de Shimura sense punts racionals sobre cossos quadra`tics imaginaris (vegeu, per exemple,
el Teorema 3.5). Per demostrar aquests resultats, Jordan es basa en la interpretacio´ modular de
XD, i utilitza especialment la representacio´ de Galois associada a una superf´ıcie abeliana (A, ι)/K
parametritzada per un punt P ∈ XD(K), suposant que K escindeix BD, provinent de l’accio´ de
Gal (K¯/K) en el subgrup cano`nic de torsio´ Cp de (A, ι) associat a un primer p dividint D. A
me´s, fent servir l’estudi de Jordan i Livne´ a [JL85] sobre punts locals en corbes de Shimura, el
resultat de Jordan pot servir tambe´ per produir contraexemples al principi de Hasse sobre cossos
quadra`tics imaginaris.
Quan el cos quadra`tic imaginari K no escindeix BD, un punt P ∈ XD(K) es correspon a la
classe d’isomorfisme d’una superf´ıcie abeliana amb multiplicacio´ quaternio`nica per BD amb cos de
mo`duli K que no admet un model racional sobre K. Aquest cas e´s me´s dif´ıcil de tractar, i els
resultats de [Jor86] no s’hi apliquen. En la terminologia de Jordan, si a me´s XD(Kv) 6= ∅ per a
tota plac¸a v de K (e´s a dir, si XD te´ punts localment arreu sobre K), aleshores es diu que (BD,K)
e´s un parell excepcional. Aquests parells han estat fins ara inaccessibles en la literatura, en el sentit
que no hi ha resultats sobre l’existe`ncia de punts K-racionals en XD en aquests casos.
El resultat principal d’aquest treball e´s el Teorema 5.1, juntament amb el Corol·lari 5.3, que
prova un resultat ana`leg al Teorema 3.5 de Jordan sense suposar que el cos K escindeixi l’a`lgebra
BD. En particular, aquests resultats permeten donar exemples de parells excepcionals (BD,K)
per als quals XD(K) = ∅, i que per tant eren desconeguts fins ara. Es tracta, doncs, de parells
excepcionals (BD,K) per als quals XD e´s un contraexemple al principi de Hasse sobre K. D’entre
els exemples calculats a partir del Corol·lari 5.3, tenim que els parells
(B2·23,Q(
√−55)), (B2·31,Q(
√−39), (B2·43,Q(
√−15), (B2·59,Q(
√−7), (B2·67,Q(
√−55)
so´n parells excepcionals violant el principi de Hasse (a la Taula 5.1 es poden trobar me´s exemples).
La prova del Teorema 5.1 utilitza te`cniques similars a les emprades en [Jor86] i [Sko05].
Tanmateix, com ja hem esmentat, no necessitem suposar que K escindeix BD, que equival a suposar
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que les superf´ıcies abelianes parametritzades per punts K-racionals en XD admeten un model
racional sobre el seu cos de mo`duli. Usant una idea d’Ellenberg i Skinner introdu¨ıda a [ES01],
enlloc de considerar les representacions de Galois usuals associades a una superf´ıcie abeliana (A, ι)
amb QM parametritzada per XD, presentem certes representacions de Gal (K¯/K) associades a
punts K-racionals en la corba de Shimura XD, independentment de si aquests punts es corresponen
amb superf´ıcies abelianes (A, ι) amb QM admetent un model racional sobreK o no (vegeu el Cap´ıtol
4).
Me´s recentment, Skorobogatov interpreta` a [Sko05] els resultats de Jordan en termes de
descens. El resultat va ser que els contraexemples al principi de Hasse que es dedueixen del treball
de Jordan estan explicats per l’obstruccio´ de Brauer-Manin. E´s a dir, que sota les hipo`tesis de
treball de Jordan (per exemple, al resultat citat al Teorema 3.5), no solament XD(K) = ∅, sino´
que el conjunt de Brauer XD(AK)Br e´s buit. Els resultats de Skorobogatov relacionen el treball de
Jordan i de Jordan-Livne´ amb una conjectura de B. Poonen, segons la qual l’obstruccio´ de Brauer-
Manin e´s l’u´nica obstruccio´ al principi de Hasse sobre cossos de nombres per a certes famı´lies de
corbes algebraiques (vegeu [Poo06]). Com veiem a la Proposicio´ 5.4, els contraexemples al principi
de Hasse que sorgeixen del Corol·lari 5.3 tambe´ estan explicats per l’obstruccio´ de Brauer-Manin.
Aquest treball esta` estructurat de la segu¨ent manera. En el primer cap´ıtol, fem un breu repa`s
de les nocions ba`siques sobre dos temes centrals al llarg de tot el treball: les varietats abelianes i
les a`lgebres de quaternions. En el Cap´ıtol 2, presentem la construccio´ de la corba de Shimura XD
associada a una a`lgebra de quaternions BD, i exposem la seva interpretacio´ modular en termes de
superf´ıcies abelianes amb multiplicacio´ quaternio`nica. Tambe´ fem un petit inc´ıs sobre el cas de les
varietats de Shimura de dimensio´ superior.
Ja en el Cap´ıtol 3, presentem els treballs de Jordan [Jor86] i Skorobogatov [Sko05], que so´n
les llavors d’aquest treball. D’aquest cap´ıtol cal destacar dos objectes: el subgrup cano`nic de torsio´
Cp d’una superf´ıcie abeliana amb QM parametritzada per XD i el recobridor de Shimura associats
a un primer p dividint D.
El cap´ıtol quart esta` dedicat a introduir la nova eina que ens permetra` demostrar el resultat
principal d’aquest treball: les representacions de Galois associades a punts en corbes de Shimu-
ra. Tanmateix, les idees que presentem en aquest cap´ıtol s’emmarquen en un context forc¸a me´s
general. A continuacio´, en el Cap´ıtol 5, provem el Teorema 5.1 i expliquem algunes de les seves
consequ¨e`ncies, entre les que destaquen els Corol·laris 5.2 i 5.3, amb els quals produ¨ım exemples de
parells excepcionals violant el principi de Hasse.
Per u´ltim, hem afegit un ape`ndix en el Cap´ıtol 6 on provem un petit resultat sobre l’existe`ncia
de punts racionals en quocients d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura.
Agra¨ıments. Voldria agrair molt sincerament al Vı´ctor Rotger el seu suport durant l’elabo-
racio´ d’aquest treball.

CAP´ıTOL 1
Preliminars
En aquest primer cap´ıtol revisem les nocions ba`siques respecte a dos temes que so´n centrals i
cabdals al llarg de tot el treball: les varietats abelianes i les a`lgebres de quaternions. Al llarg del
treball tambe´ es fa un u´s considerable de nocions elementals de geometria algebraica i aritme`tica,
per a les quals el lector pot consultar alguna refere`ncia cla`ssica, com ara [Har77]. Per a aspectes
me´s te`cnics, com ara punts racionals, te`cniques de descens i obstruccions a l’existe`ncia de punts
racionals, recomanem al lector [Poo].
1. Varietats abelianes
En aquesta seccio´ revisem les nocions ba`siques sobre varietats abelianes, amb especial atencio´
a l’estudi dels anells d’endomorfismes d’aquestes varietats.
Per a una teoria anal´ıtica, en la qual les varietats abelianes s’identifiquen amb els tors complexos
polaritzables, una refere`ncia esta`ndard e´s [BL92]. Aqu´ı hem preferit presentar un enfoc algebraic,
per al qual referim al lector interessat a [Mum70] i [Mil08], per exemple.
1.1. Definicions i propietats ba`siques.
Definicio´ 1.1. Una varietat abeliana definida sobre un cos k e´s una varietat algebraica completa
A definida sobre k, junt amb un punt k-racional o ∈ A(k) i morfismes m : A×A→ A, i : A→ A
definits sobre k satisfent els axiomes de grup.
Recordem que una varietat algebraica V es diu completa si per a qualsevol varietat algebraica
W , la projeccio´ q : V × W → W e´s tancada. La propietat de completesa e´s l’ana`loga en la
categoria de les varietats algebraiques a la propietat de compacitat en la categoria dels espais
topolo`gics Hausdorff.
E´s un fet conegut que la completesa de A implica que la llei de grup e´s abeliana. Per aixo`,
normalment s’escriu per +, i l’element identitat s’acostuma a denotar per 0. A me´s, les varietats
abelianes so´n no singulars. I de fet, la no singularitat ens permet identificar divisors de Weil i
feixos invertibles.
Recordem que un divisor de Weil en A e´s una suma formal D =
∑
nY Y amb nY ∈ Z i
subvarietats Y de A de codimensio´ 1. Aleshores, s’escriu
CH1(A) = {divisors de Weil en A}/{divisors principals en A}
per denotar el primer grup de Chow de A. D’altra banda, un feix invertible en A e´s un feix localment
lliure L de rang 1 en A. El conjunt Pic(A) de classes d’isomorfisme de feixos invertibles en A te´
11
12 1. PRELIMINARS
estructura natural de grup amb el producte tensorial de feixos, per a la qual el feix estructural OA
de A e´s l’element identitat. Per ser A no singular, es te´ un isomorfisme
CH1(A) ' Pic(A),
i escrivim L = OA(D) per denotar el feix invertible associat al divisor de Weil D en A.
Sigui L ∈ Pic(A) un feix invertible, i escrivim L = OA(D) amb D un divisor de Weil. Aleshores,
si el k-espai vectorial de seccions globals
H0(A,L) ' {f ∈ k(A)× : div(f) +D ≥ 0} ∪ {0}
te´ una k-base {s1, . . . , sn}, L indueix un morfisme
ΨL : A −→ Pn−1
a 7−→ {s1(a), . . . , sn(a)}.
Definicio´ 1.2. Es diu que L e´s un feix invertible ample si ΨL indueix una immersio´ tancada. I
diem que L e´s un feix invertible molt ample, o una polaritzacio´, si L⊗n e´s molt ample per algun
n ≥ 1.
Un teorema de S. Lefschetz afirma que si L e´s un feix invertible ample, aleshores L⊗n e´s molt
ample per a tot n ≥ 3. Quan L e´s una polaritzacio´, les seccions globals s ∈ H0(A,L) s’anomenen
funcions theta de A respecte de L, i diem que el parell (A,L) e´s una varietat abeliana polaritzada.
De les definicions se segueix que:
Proposicio´ 1.3. Una varietat abeliana e´s projectiva si, i nome´s si, admet una polaritzacio´.
Com a varietat complexa, A(C) ' Cg/Λ, on Λ ⊆ Cg e´s un reticle complet. Aleshores, la
primera classe de Chern c1(L) d’un feix invertible L ∈ Pic(A) es pot considerar com una forma
hermı´tica
H : Cg × Cg−→C
tal que ImH(Λ× Λ) ⊆ Z. Equivalentment, com una forma R-bilineal alternada
E = ImH : Cg × Cg−→R
que e´s integral sobre el reticle Λ× Λ i tal que
E(
√−1x,√−1y) = E(x, y) ∀ x, y ∈ Cg.
Per un teorema de Lefschetz, L e´s una polaritzacio´ si, i nome´s si, H e´s definida positiva, i en
tal cas el grau de L es defineix com
deg(L) =
√
det(E),
que coincideix amb la dimensio´ de H0(A,L) com a espai vectorial complex.
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Amb les mateixes notacions, suposem que (A,L) e´s una varietat abeliana polaritzada, i escollim
una base simple`ctica del reticle Λ. E´s a dir, una Z-base de Λ per a la qual l’expressio´ matricial de
E e´s de la forma  0 D
−D 0

per alguna D = diag(d1, d2, . . . , dg), di ∈ N, amb dj |dj+1 per j = 1, . . . , g − 1. L’existe`ncia d’una
tal base esta` garantida pel Teorema del Divisor Elemental. Aleshores, la g-tupla (d1, d2, . . . , dg)
s’anomena tipus de la polaritzacio´ L, no depe`n de la base simple`ctica escollida, i el grau de L e´s
deg(L) = d1 · · · dg. La polaritzacio´ L s’anomena primitiva si d1 = 1, i e´s principal si d1 = · · · =
dg = 1.
Exemple 1.4. Les corbes el·l´ıptiques so´n varietats abelianes de dimensio´ 1. Sobre el cos C dels
nombres complexos, e´s ben conegut que tota corba el·l´ıptica e´s isomorfa a un tor complex Aτ =
C/Λτ , amb Λτ = Z ⊕ Zτ , per algun τ ∈ H = {z ∈ C : =(z) > 0}. A me´s, tots els tors complexos
1-dimensionals so´n polaritzables, de manera que tots els tors complexos de dimensio´ 1 so´n corbes
el·l´ıptiques. Tanmateix, en dimensio´ superior aixo` no e´s cert, i un tor gene`ric de dimensio´ g > 1
no e´s algebraic.
Exemple 1.5. La Jacobiana d’una corba. Si C e´s una corba irreductible i no singular de ge`nere
g sobre un cos k, aleshores Pic0(Ck¯), el subgrup dels feixos invertibles invariants per translacio´,
s’identifica amb el conjunt de punts k¯-racionals d’una varietat abeliana de dimensio´ g, la varietat
Jacobiana de C, i ve dotada d’una polaritzacio´ principal:
Θ = {D ∈ Pic0(Ck¯) : h0(OC(D)) = `(D) > 0}
e´s un divisor de Weil ample de Pic0(Ck¯).
1.2. Homomorfismes i isoge`nies. Suposem que A i B so´n dues varietats abelianes sobre
k. Un morfisme regular de varietats algebraiques A → B sobre k es diu que e´s un homomorfisme
si l’aplicacio´ indu¨ıda A(k¯) → B(k¯) e´s un homomorfisme de grups. El conjunt de tots els homo-
morfismes de A en B definits sobre k es denota per Homk(A,B), i te´ una estructura natural de
grup.
El cas Endk(A) := Homk(A,A) e´s d’especial intere`s. La llei de grup en A proporciona una
estructura natural de grup en Endk(A), que e´s lliure de torsio´ i finitament generat com a Z-mo`dul.
A me´s, Endk(A) admet una estructura natural d’anell, en la qual el producte e´s la composicio´
d’endomorfismes. Aix´ı, Endk(A) e´s l’anomenat anell d’endomorfismes de A. Sera` tambe´ important
me´s endavant considerar l’a`lgebra d’endomorfismes End0k(A) := Endk(A)⊗Z Q de A.
Remarca 1.6. E´s important observar que, si k no e´s algebraicament tancat, poden existir homo-
morfismes A → B que no estiguin definits sobre k, sino´ sobre alguna extensio´ de cossos K/k. En
aquest sentit, escriurem HomK(A,B) per denotar HomK(AK , BK), on AK = A×kK, i similarment
per BK . Ana`logament, EndK(A) denotara` EndK(AK).
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A me´s, e´s un fet conegut que donades A i B existeix una extensio´ finita de cossos K/k tal que
K e´s el mı´nim cos de definicio´ de tots els homomorfismes de A en B (vegeu [Sil92]).
Suposem ara que f : A → B e´s un homomorfisme de varietats abelianes definit sobre k.
Aleshores es diu que f e´s una isoge`nia si f e´s exhaustiu i te´ nucli finit. Si e´s el cas, l’extensio´
de cossos de funcions donada pel morfisme indu¨ıt f∗ : k(B) → k(A) e´s finita, i el seu grau
deg(f) = [k(A) : k(B)] e´s per definicio´ el grau de f . Per tant, el grau d’una isoge`nia e´s clarament
multiplicatiu: si g : B → C e´s una altra isoge`nia, llavors deg(g ◦ f) = deg(g) deg(f). Si existeix
una isoge`nia f : A→ B sobre k, es diu que A i B so´n iso`genes sobre k, i es denota per A ∼k B.
Una propietat important de les isoge`nies e´s la segu¨ent: si f : A→ B e´s una isoge`nia, existeix
una segona isoge`nia g : B → A i un enter positiu n tals que f ◦ g = nB e´s la multiplicacio´ per n en
B. Aquest fet implica que les isoge`nies so´n elements invertibles en End0k(A), i per tant isomorfismes
en la categoria de varietats abelianes sobre k llevat d’isoge`nia.
Els primers exemples d’isoge`nies so´n les aplicacions ‘multiplicacio´ per n’ en una varietat abelia-
na A. Per a un enter positiu n, la multiplicacio´ per n en A es denota habitualment per nA : A→ A,
i ve donada per x→ nx usant la llei de grup. L’endomorfisme nA e´s una isoge`nia de grau n2g, on
g = dim(A). La importa`ncia d’aquestes isoge`nies rau en el fet que proporcionen informacio´ sobre
la part de torsio´ del grup A(k¯) de punts k¯-racionals de A. Si ks e´s una clausura separable de k,
aleshores l’estructura de grup del nucli A[n] de nA e´s la segu¨ent:A[n](k
s) ' (Z/nZ)2g si char(k) - n,
A[pm](ks) ' (Z/pmZ)i si p = char(k), per algun enter 0 ≤ i ≤ g.
Com que nA esta` definida sobre k, es te´ una accio´ natural del grup de Galois Gal (k
s/k) en
A[n](ks): si x ∈ A[n](ks), aleshores per a qualsevol σ ∈ Gal (ks/k) tambe´ es te´ σx ∈ A[n](ks).
1.3. Mo`duls de Tate i representacions `-a`diques. Sigui ` un nombre primer. Les apli-
cacions naturals A[`n+1](ks) → A[`n](ks) indu¨ıdes per l’aplicacio´ `A de multiplicacio´ per ` fan
de {A[`n](ks)}n≥1 un sistema projectiu. Aleshores, el l´ımit projectiu T`(A) = lim←−A[`
n](ks) e´s
l’anomenat mo`dul de Tate `-a`dic de A. Un element a = (an) ∈ T`(A) e´s una successio´ de punts
an ∈ A(ks) tals que `a1 = 0 i `an = an−1 per a tot enter n > 1.
Si ` 6= char(k), T`(A) e´s un Z`-mo`dul lliure de rang 2g, i sovint e´s convenient considerar el
Q`-espai vectorial 2g-dimensional V`(A) = T`(A) ⊗Z` Q`. A me´s, si E e´s un subco´s de End0k(A),
l’accio´ de E en V`(A) do´na una estructura de E ⊗Q Q`-mo`dul lliure de rang 2g/[E : Q] en V`(A).
Considerem de nou un homomorfisme f : A → B. De manera natural, f indueix un homo-
morfisme de grups A[n](ks) → A[n](ks) per a qualsevol enter n, i per tant un Z`-homomorfisme
T`(f) : T`(A)→ T`(B). Aix´ı, s’obte´ una aplicacio´
Homk(A,B)−→HomZ`(T`(A), T`(B))
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que envia f ∈ Homk(A,B) a T`(f). Si ` 6= char(k), es pot provar que aquesta aplicacio´ e´s injectiva,
i s’este´n a una aplicacio´
Hom0k(A,B)−→HomQ`(V`(A), V`(B)).
En particular, quan A = B aquest argument do´na lloc a un monomorfisme d’anells
T` : Endk(A)−→EndZ`(T`(A)) ' M2g(Z`),
on l’isomorfisme depe`n de l’eleccio´ d’una Z`-base de T`(A). En consequ¨e`ncia, Endk(A) te´ com a
molt rang 4g2 com a Z-mo`dul.
Si ` 6= char(k) i φ ∈ Endk(A), el polinomi caracter´ıstic Pφ(T ) de T`(φ) te´ coeficients enters i,
a me´s, no depe`n del primer `, de manera que te´ sentit anomenar-lo polinomi caracter´ıstic de φ.
Aleshores, el grau i la trac¸a de φ es defineixen de la manera usual en termes de Pφ(T ).
Treballant amb la representacio´ `-a`dica V` : End
0
k(A)→ EndQ`(V`(A)) ' M2g(Q`) de End0k(A),
les nocions de polinomi caracter´ıstic, grau i trac¸a es poden estendre naturalment a elements φ ∈
End0k(A).
I finalment, l’accio´ de Gal (ks/k) en cadascun dels grups A[`n](ks) indueix una accio´ cont´ınua
en T`(A). En altres paraules, obtenim una representacio´ `-a`dica de Gal (k
s/k), aixo` e´s, un homo-
morfisme continu
R` : Gal (ks/k)−→AutZ`(T`(A)) ' GL2g(Z`),
on de nou l’isomorfisme depe`n de l’eleccio´ d’una Z`-base de T`(A).
1.4. La varietat abeliana dual i la involucio´ de Rosati. Degut a la impora`ncia de
la varietat abeliana dual i la involucio´ de Rosati en l’estudi de l’a`lgebra d’endomorfismes d’una
varietat abeliana, recordem breument les nocions ba`siques relatives a aquests dos conceptes. Si A
e´s una varietat abeliana sobre k, sigui Pic(A) el grup dels feixos invertibles en A, i denotem per
Pic0(A) el subgrup dels feixos invertibles invariants per translacio´:
Pic0(A) = {L ∈ Pic(A) : t∗aL ' L on Ak¯ per a tot a ∈ A(k¯)}.
La varietat abeliana dual de A e´s una varietat abeliana A∨ sobre k tal que A∨(k¯) = Pic0(Ak¯),
on aquesta identificacio´ ve donada per l’anomenat feix de Poincare´ P: e´s un feix invertible en
A×A∨ tal que per a tot a ∈ A∨(k¯), la restriccio´ P|A×a representa a en Pic0(Ak¯).
Com e´s d’esperar, la varietat abeliana A∨ te´ la mateixa dimensio´ que A, A∨∨ e´s cano`nicament
isomorfa a A, i tot homomorfisme de varietats abelianes f : A→ B sobre k indueix un homomor-
fisme f∨ : B∨ → A∨ sobre k.
Tot feix invertible L en Ak¯ indueix un homomorfisme ϕL : Ak¯ → A∨¯k donat per ϕL(a) =
t∗aL ⊗ L−1. Un resultat conegut estableix que donar una polaritzacio´ de A e´s equivalent a donar
una isoge`nia λ : A→ A∨ sobre k tal que, sobre k¯, e´s de la forma ϕL per algun feix ample L en Ak¯.
Aleshores, el parell (A, λ) s’anomena tambe´ varietat abeliana polaritzada.
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Associada a la polaritzacio´ λ = ϕL d’una varietat abeliana A definida sobre k existeix una
(anti-)involucio´ cano`nica en l’a`lgebra d’endomorfismes End0k(A), l’anomenada involucio´ de Rosati.
Aquesta involucio´ ve definida per l’aplicacio´
End0k(A) −→ End0k(A)
φ 7−→ φ′ = λ−1 ◦ φ∨ ◦ λ.
Es comprova fa`cilment que en efecte es tracta d’una involucio´, i.e. φ′′ = φ per a tot φ ∈
End0k(A), i a me´s satisfa`
(φ+ α)′ = φ′ + α′, (aφ)′ = aφ′ i (φ ◦ α)′ = α′ ◦ φ′ per a tot φ, α ∈ End0k(A), a ∈ Q.
Una de les propietats me´s importants de la involucio´ de Rosati e´s que e´s definida positiva. E´s
a dir, per a qualsevol φ ∈ End0k(A), φ 6= 0, es te´ Tr(φ ◦ φ′) > 0. Aqu´ı, Tr(φ ◦ φ′) e´s la trac¸a de
φ ◦ φ′ com a endomorfisme, en el sentit que hem esmentat anteriorment.
1.5. L’a`lgebra d’endomorfismes d’una varietat abeliana. Una varietat abeliana defini-
da sobre k es diu que e´s simple sobre k (o k-simple) si no existeix cap varietat abeliana B ⊆ A
definida sobre k, llevat de la subvarietat trivial 0 i la mateixa varietat A. Si K/k e´s una extensio´ de
cossos, es diu que A e´s simple sobre K si AK e´s simple sobre K d’acord amb la definicio´ anterior.
En particular, noti’s que una varietat abeliana k-simple pot no ser-ho sobre K. Finalment, es diu
que A e´s absolutament simple si A e´s simple sobre k¯.
El primer punt clau en l’estudi de l’a`lgebra d’endomorfismes d’una varietat abeliana e´s el
segu¨ent resultat de descomposicio´:
Teorema 1.7. Sigui A una varietat abeliana definida sobre k. Existeixen varietats abelianes k-
simples A1, . . . , Ar, no iso`genes dues a dues, i enters positius n1, . . . , nr tals que
A ∼k An11 × · · · ×Anrr .
A me´s, les varietats abelianes Ai estan un´ıvocament determinades llevat de k-isoge`nia i permutacio´,
i els enters associats ni estan un´ıvocament determinats.
Suposem ara que A/k e´s simple sobre k, i sigui φ ∈ Endk(A). La component connexa del nucli
ker(φ) contenint l’element identitat 0 e´s una varietat abeliana definida sobre k, de manera que ha
de ser o be´ 0 o be´ A, ja que A e´s k-simple. En consequ¨e`ncia, tot endomorfisme no nul de A e´s una
isoge`nia, i per tant e´s un element invertible en End0k(A). En altres paraules, per a una varietat
abeliana k-simple A, End0k(A) e´s una a`lgebra de divisio´ de dimensio´ finita sobre Q. Clarament,
si n e´s un enter positiu, l’a`lgebra d’endomorfismes de An e´s llavors isomorfa a Mn(End
0
k(A)). I
d’altra banda, si A i B so´n varietats abelianes no iso`genes sobre k, aleshores Hom0k(A,B) = 0
i End0k(A × B) ' End0k(A) × End0k(B). Aplicant el teorema anterior i aquestes observacions, es
dedueix el segu¨ent resultat:
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Proposicio´ 1.8. Sigui A una varietat abeliana definida sobre k, i considerem la seva descomposicio´
llevat d’isoge`nia en varietats k-simples com en el Teorema 1.7. Aleshores,
End0k(A) ' Mn1(D1)× · · · ×Mnr (Dr),
on Di e´s l’a`lgebra de divisio´ End
0
k(Ai).
En consequ¨e`ncia, l’a`lgebra d’endomorfismes d’una varietat abeliana e´s una a`lgebra semisim-
ple de dimensio´ finita sobre Q. La naturalesa de les a`lgebres de divisio´ Di ens permet usar la
classificacio´ d’Albert, com expliquem tot seguit.
Com abans, suposem que A e´s una varietat abeliana k-simple amb a`lgebra d’endomorfismes
D = End0k(A), i admetent una polaritzacio´ sobre k. Com que la trac¸a redu¨ıda TrD/Q de D sobre
Q e´s un mu´ltiple positiu de Tr, la positivitat de la involucio´ de Rosati ′ en D associada a una
polaritzacio´ significa que TrD/Q(φ ◦ φ′) > 0 per a tot φ 6= 0 en D. La classificacio´ de les a`lgebres
simples involutives deguda a Albert pot aplicar-se al parell (D,′ ) per tal d’obtenir el segu¨ent
teorema d’estructura per a les a`lgebres d’endomorfismes de les varietats abelianes simples:
Teorema 1.9. Sigui A una varietat abeliana k-simple de dimensio´ g. Sigui F el centre de D =
End0k(A), i sigui F0 = {x ∈ D : x′ = x} el subco´s fix per la involucio´ de Rosati associada a una
k-polaritzacio´ pre`viament fixada. Definim d = [D : F ]1/2, e = [F : Q], e0 = [F0 : Q]. Aleshores la
classe d’isomorfisme de D es correspon amb un dels segu¨ents tipus:
Tipus I: D = F = F0 e´s un cos de nombres totalment real, i la involucio´ de Rosati e´s la identitat.
En aquest cas, e|g.
Tipus II: F = F0 e´s un cos de nombres totalment real i D e´s una a`lgebra de quaternions totalment
indefinida i de divisio´ sobre F , i.e. per a qualsevol embedding σ : F → R, es te´ D⊗σ R '
M2(R). En aquest cas 2e|g.
Tipus III: F = F0 e´s un cos de nombres totalment real i D e´s una a`lgebra de quaternions totalment
definida i de divisio´ sobre F , i.e. per a qualsevol embedding σ : F → R, es te´ D⊗σR ' H,
l’a`lgebra de quaternions de Hamilton. En aquest cas e2|g.
Tipus IV: F0 e´s un cos de nombres totalment real, F e´s una extensio´ CM de F0 (e´s a dir, una
extensio´ quadra`tica totalment imagina`ria de F0) i D e´s una a`lgebra de divisio´ amb centre
F . En aquest cas, e0d
2|g si char(k) = 0, i e0d|g si char(k) > 0.
Observem que, en tots els casos, F0 e´s un cos de nombres totalment real i F e´s o be´ F0 o be´
una extensio´ CM de F0. Es diu que la varietat abeliana A e´s de primera (resp. segona) classe si
es dona el primer (resp. segon) cas.
En general, per a una varietat abeliana A no necessa`riament simple sobre k de dimensio´ g,
es diu que A te´ multiplicacio´ complexa (CM) sobre k si la seva a`lgebra d’endomorfismes End0k(A)
conte´ una a`lgebra commutativa semisimple de dimensio´ 2g sobre Q, que e´s la ma`xima dimensio´
que pot tenir una tal suba`lgebra. Si char(k) = 0 i A e´s k-simple, aleshores A te´ CM sobre k si, i
nome´s si, End0k(A) e´s un cos de nombres CM de grau 2g.
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2. A`lgebres de quaternions
Sigui k un cos. L’estudi de les a`lgebres de quaternions sobre k pot emmarcar-se dins la teoria
de les a`lgebres simples i centrals sobre k. Per a un bon tractat sobre aquesta teoria general, es pot
consultar [GS06] i [Pie82]. De fet, les classes d’isomorfisme de les a`lgebres de quaternions sobre
k es corresponen amb els elements de 2-torsio´ del grup de Brauer Br(k) de k.
Per a la teoria espec´ıfica de les a`lgebres de quaternions, la refere`ncia ba`sica e´s [Vig80].
2.1. Definicions ba`siques i resultats. Comencem recordant algunes generalitats sobre
a`lgebres de quaternions sobre un cos k.
Definicio´ 1.10. Una a`lgebra de quaternions B sobre k e´s una a`lgebra central i simple de rang 4
sobre k.
Existeixen dues construccions cla`ssiques ben conegudes per descriure a`lgebres de quaternions.
Pel que fa a la primera, sigui L una a`lgebra separable quadra`tica sobre k, 1 sigui τ la involucio´ no
trivial de L sobre k i sigui m ∈ k× un element invertible qualsevol. Aleshores, l’a`lgebra
(1) B = L+ Lu,
on u ∈ B e´s tal que
u2 = m i ux = τxu per a tot x ∈ L,
e´s una a`lgebra de quaternions sobre k, i es denota per B = {L, u}. A me´s, tota a`lgebra de
quaternions sobre k es pot expressar d’aquesta manera (cf. [Vig80]).
Per a la segona construccio´, que e´s va`lida nome´s si char(k) 6= 2, siguin a, b ∈ k×, i denotem
per
(2) B =
(
a, b
k
)
= k + ki+ kj + kij
l’a`lgebra de dimensio´ 4 sobre k que te´ per base els elements 1, i, j, ij, amb
i2 = a, j2 = b, ij = −ji.
Aleshores, B e´s de nou una a`lgebra de quaternions sobre k, i tambe´ e´s cert que qualsevol a`lgebra de
quaternions sobre k admet una presentacio´ d’aquesta forma (si char(k) 6= 2). De fet, observem que
(a,bk ) = {k(i), b}. Suposarem d’ara en endavant que char(k) 6= 2, de manera que podem treballar
indistintament amb les construccions (1) i (2).
Remarca 1.11. Clarament, els elements a, b ∈ k× no estan un´ıvocament determinats per la classe
d’isomorfisme de l’a`lgebra de quaternions (a,bk ). El lector interessat trobara` a [Pie82, §1.7] una
discussio´ sobre quan dues a`lgebres de quaternions (a,bk ) i (
a′,b′
k ) so´n isomorfes.
1E´s a dir, o be´ una extensio´ quadra`tica separable de k o be´ k ⊕ k.
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A partir de la definicio´, e´s immediat veure que si B e´s una a`lgebra de quaternions sobre k
llavors B te´ una anti-involucio´ cano`nica, anomenada conjugacio´ i que es denota per β 7→ β¯. Usant
la descripcio´ (1), la conjugacio´ es defineix estenent τ a B mitjanc¸ant u¯ = −u. Prenent la descripcio´
(2), si β = x+ yi+ zj + tij aleshores β¯ = x− yi− zj − tij. Dir que β 7→ β¯ e´s una anti-involucio´
significa que si α, β ∈ B i x, y ∈ k aleshores
xα+ yβ = xα¯+ yβ¯, α¯ = α, αβ = β¯α¯.
En particular, tot element β ∈ B e´s arrel del polinomi quadra`tic
(X − β)(X − β¯) = X2 − tr(β)X + n(β),
on
tr(β) = β + β¯ and n(β) = ββ¯
so´n per definicio´ la trac¸a redu¨ıda i la norma redu¨ıda de β, respectivament. De fet, per a tot
β ∈ B× \ k× es te´ que k(β)/k e´s una extensio´ quadra`tica. A me´s, la conjugacio´ en B restringida
a k(β) coincideix amb el k-automorfisme no trivial de k(β), la qual cosa implica que tr(β),n(β) ∈
k per a tot β ∈ B, i llavors el polinomi anterior e´s un element de k[X]. Intu¨ıtivament, una
a`lgebra de quaternions sobre k e´s una col·leccio´ d’extensions quadra`tiques disposades de forma no
commutativa.
Exemple 1.12. L’a`lgebra de matrius M2(k) sobre k e´s una a`lgebra de quaternions. De fet, per a
qualsevol b ∈ k× l’assignacio´
i 7→ I :=
 1 0
0 −1
 , j 7→ J :=
 0 b
1 0

defineix un isomorfisme ( 1,bk ) ' M2(k). Si una a`lgebra de quaternions B sobre k e´s isomorfa a
l’a`lgebra de matrius M2(k) aleshores es diu que B e´s l’a`lgebra escindida (en angle`s, split), en
contraposicio´ al cas d’una a`lgebra de divisio´.
L’exemple de l’a`lgebra de matrius e´s un cas important. De fet, tal i com es prova a [Vig80,
Corollaire I.2.4], una a`lgebra de quaternions sobre k e´s o be´ una a`lgebra de divisio´ o be´ isomorfa
a M2(k). Per aquest motiu, es defineix l’invariant de Hasse d’una a`lgebra de quaternions B com
ε(B) =
−1 si B e´s de divisio´,1 altrament.
A me´s, aquesta dicotomia es pot traduir en el llenguatge de les formes quadra`tiques, teoria que
esta` per tant estretament lligada a la de les a`lgebres de quaternions. No e´s dif´ıcil comprovar
(vegeu [Pie82, §1.6]) que l’a`lgebra de quaternions B = (a,bk ) e´s de divisio´ si, i nome´s si, la forma
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quadra`tica ax2 + by2 − z2 = 0 nome´s admet la solucio´ trivial x = y = z = 0 en k3. Si a, b ∈ k, es
defineix el s´ımbol de Hilbert del parell (a, b) sobre k com
(a, b)k =
1 si ax
2 + by2 − z2 = 0 te´ solucions no trivials en k3,
−1 altrament.
Aleshores, pel resultat citat anteriorment (a, b)k = ε((
a,b
k )).
Remarca 1.13. Pel que fa a la relacio´ entre a`lgebres de quaternions i formes quadra`tiques, pot
trobar-se una bona exposicio´ a [AB04], on, des de l’estudi de punts CM en corbes de Shimura,
es presenta una classificacio´ de les formes quadra`tiques bina`ries amb coeficients algebraics per
l’accio´ de grups Fuchsians aritme`tics, recuperant la teoria de Gauss sobre la classificacio´ de formes
quadra`tiques bina`ries amb coeficients enters per l’accio´ del grup modular.
Les a`lgebres de matrius tambe´ juguen un paper important en la nocio´ de cos de descomposicio´
(en angle`s, splitting field): es diu que una extensio´ de cossos K/k descomposa (o escindeix) una
a`lgebra de quaternions B sobre k si l’a`lgebra de quaternions B ⊗k K sobre K obtinguda per
extensio´ d’escalars e´s escindida (i.e. isomorfa a M2(K)). Per [Vig80, The´ore`me I.2.8], una extensio´
quadra`tica K/k escindeix l’a`lgebra B si, i nome´s si, K e´s isomorf a un subco´s maximal de B. Si
un cos K escindeix B, aleshores mitjanc¸ant la inclusio´ natural B ↪→ B ⊗k K ' M2(K) la trac¸a i
la norma redu¨ıdes d’un element β ∈ B es poden calcular en M2(K) com la trac¸a i el determinant
usuals, respectivament.
Donat un cos k, e´s natural estudiar el problema de classificar les classes d’isomorfisme d’a`lgebres
de quaternions sobre k. Per la remarca que segueix l’Exemple 1.12, e´s suficient classificar les
a`lgebres de quaternions de divisio´ sobre k. Presentem primer dos exemples importants:
Exemple 1.14. En 1843, W. R. Hamilton descobr´ı que l’a`lgebra real H de rang 4 generada per
dos elements i, j satisfent i2 = j2 = −1, ij = −ji, e´s una a`lgebra de divisio´ no commutativa. En
la nostra notacio´, aquesta a`lgebra es correspon amb l’a`lgebra (−1,−1R ). Pel Teorema de Frobenius
([Vig80, Corollaire I.2.5], [Pie82, Corollary 13.1.c]), l’a`lgebra dels quaternions de Hamilton H e´s
l’u´nica a`lgebra de divisio´ de dimensio´ finita i no commutativa sobre R, llevat d’isomorfisme. Per
tant, qualsevol altra a`lgebra de quaternions sobre R e´s isomorfa o be´ a M2(R) o be´ a H.
Exemple 1.15. Si k e´s algebraicament tancat, el Teorema de Wedderburn sobre la classificacio´
d’a`lgebres simples implica que tota a`lgebra central i simple sobre k e´s isomorfa a Mn(k) per algun
enter n ≥ 1 (vegeu [GS06, Theorem 2.1.3] i [GS06, Corollary 2.1.7]). Aix´ı, per exemple, l’u´nica
a`lgebra de quaternions sobre el cos C dels nombres complexos (llevat d’isomorfisme) e´s M2(C).
2.2. Ordres i ideals. La no commutativitat de les a`lgebres de quaternions fa que la teoria
dels ordres sigui lleugerament me´s subtil que el seu ana`leg en cossos de nombres. Presentarem les
definicions ba`siques i els resultats essencials pel que fa a ordres i ideals en a`lgebres de quaternions.
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En tot el que segueix, sigui R un domini de Dedekind amb cos de fraccions k, i sigui B una a`lgebra
de quaternions sobre k.
Com en el cas dels cossos de nombres, es diu que un element β ∈ B e´s enter si tr(β),n(β) ∈ R.
Tanmateix, en el cas de les a`lgebres de quaternions no e´s cert en general que el conjunt d’elements
enters de B sigui un anell. Un exemple senzill que il·lustra aquest fet ve donat per les dues matrius
segu¨ents en l’a`lgebra M2(Q):
A =
 12 −3
1
4
1
2
 , B =
 0 15
5 0
 .
Tant A com B so´n elements enters, pero` ni A+B ni AB ho so´n.
Per tant, la nocio´ d’ordre es generalitza al context de les a`lgebres de quaternions de la segu¨ent
manera:
Definicio´ 1.16. Un ordre O ⊂ B sobre R e´s un R-reticle complet que tambe´ e´s un anell. Equi-
valentment, e´s un anell format per elements enters de B, finitament generat com a R-mo`dul i tal
que O ⊗R k = B. Es diu que un ordre O en B e´s un ordre maximal si e´s maximal respecte la
inclusio´, i es diu que O e´s un ordre d’Eichler si e´s la interseccio´ de dos ordres maximals.
Recordem que un R-reticle en B e´s un R-mo`dul lliure Λ ⊆ B. Llavors, un R-ideal (o simplement
un ideal) e´s un R-reticle I en B tal que I ⊗R k ' B. Es diu que un ideal e´s enter si tots els seus
elements ho so´n. D’acord amb la definicio´ anterior, un ordre e´s un ideal que e´s alhora un anell.
Per exemple, si {v1, v2, v3, v4} e´s una k-base de B, llavors R[v1, v2, v3, v4] e´s un ideal i un ordre en
B.
Per a un ideal I de B, es defineixen els seus ordres per l’esquerra i per la dreta com
O`(I) = {β ∈ B : βI ⊆ I}, Or(I) = {β ∈ B : Iβ ⊆ I},
respectivament. Un ideal I e´s bilateral si O`(I) = Or(I), i e´s fa`cil veure que
I e´s integral ⇐⇒ II ⊆ I ⇐⇒ I ⊆ O`(I),Or(I).
Es diu que un ideal I e´s principal si existeix un element β ∈ B tal que I = O`(I)β = βOr(I). Per
a ideals bilaterals I, J , el seu producte IJ es pot definir de la manera usual, i l’invers d’un ideal
bilateral I es defineix com I−1 = {β ∈ B : IβI ⊆ I}, i satisfa`
II−1 ⊆ O`(I), I−1I ⊆ Or(I).
A me´s, tenim una nocio´ d’equivale`ncia entre ideals. Dos ideals I, J so´n equivalents per l’es-
querra si I = βJ per algun β ∈ B. Com en el cas dels cossos de nombres, e´s fa`cil comprovar que
l’equivale`ncia d’ideals e´s realment una relacio´ d’equivale`ncia. Per tant, com que els ordres so´n ide-
als, per a un ordre O denotarem per Pic`(O) el conjunt d’ideals I per als quals Or(I) = O mo`dul
equivale`ncia per l’esquerra. Ana`logament, podr´ıem definir Picr(O) com el conjunt d’ideals I per
als quals O`(I) = O mo`dul equivale`ncia per la dreta, que esta` en bijeccio´ natural amb Pic`(O).
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Per a un ordre O, s’anomena nombre de classes de O al cardinal |Pic`(O)|. No e´s dif´ıcil
comprovar que tots els ordres maximals tenen el mateix nombre de classes, de manera que te´ sentit
definir el nombre de classes de B com h(B) = |Pic`(O)|, on ara O e´s qualsevol ordre maximal en
B.
Donat un ordre O, podem conjugar O per un element β ∈ B× per obtenir de nou un ordre. Es
diu que dos ordres so´n del mateix tipus si so´n conjugats per algun β ∈ B×. Aleshores, es defineix
el nombre de tipus t(B) de B com el nombre de classes de conjugacio´ d’ordres maximals de B. El
nombre de tipus e´s sempre menor o igual al nombre de classes, t(B) ≤ h(B).
Finalment, per a un ideal I, denotarem per n(I) el R-ideal fraccionari generat per les normes
redu¨ıdes dels elements de I. Per a un ordre O, el diferent d(O) e´s l’ideal fraccional definit per
d(O) = (O∗)−1, on O∗ = {β ∈ B : tr(βO) ⊆ R}. Aleshores, el discriminant D(O) de l’ordre O es
defineix com la norma del diferent, D(O) = n(d(O)). Si {vi} e´s una R-base de l’ordre O, llavors
D(O)2 e´s l’ideal principal R det(tr(vivj)).
2.3. A`lgebres de quaternions sobre cossos locals. Ara ens centrem en les a`lgebres de
quaternions sobre cossos locals. Recordem que un cos k e´s un cos local si e´s una extensio´ finita
d’un dels segu¨ents cossos:
- R, el cos dels nombres reals,
- Qp, el cos dels nombres p-a`dics, per algun primer p, o
- Fp[[T ]], el cos de se`ries formals en una variable sobre el cos finit Fp de p elements, per
algun primer p.
Els cossos locals R i C s’anomenen arquimedians, mentre que als altres se’ls anomena no arquime-
dians.
La classificacio´ de les a`lgebres de quaternions sobre cossos locals e´s particularment senzilla. A
l’Exemple 1.15 ja hem esmentat que l’u´nica a`lgebra de quaternions (llevat d’isomorfisme) sobre C
e´s l’a`lgebra de matrius M2(C). I segons hem vist a l’Exemple 1.14, existeix nome´s una a`lgebra de
quaternions de divisio´ sobre R llevat d’isomorfisme, l’a`lgebra de quaternions de Hamilton H. Amb
aquests casos coberts, suposarem d’ara en endavant que k e´s un cos local no arquimedia`.
Com es demostra a [Vig80, §I.1], el Teorema de Frobenius s’este´n al cas no arquimedia`, e´s a
dir, existeix nome´s una a`lgebra de quaternions de divisio´ sobre k llevat d’isomorfisme. Per tal de
fer prec´ıs aquest enunciat, necessitem introduir notacions. Denotarem per Rk l’anell d’enters de k,
i pi denotara` un element primer en Rk, i.e., un generador de l’ideal maximal de Rk, de manera que
Rk/pi e´s el cos residual de k. Tambe´ denotem per Lnr l’u´nica extensio´ quadra`tica no ramificada
de k dins d’una clausura separable ks de k pre`viament fixada. Aleshores,
(a) pi e´s un element primer en Lnr,
(b) R×k = n(R
×
L ), on RL e´s l’anell d’enters de Lnr, i
(c) [RL/pi : Rk/pi] = 2, on RL/pi e´s el cos residual de Lnr.
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Amb aquestes notacions, el teorema de classificacio´ que hem citat anteriorment admet el
segu¨ent enunciat expl´ıcit (cf. [Vig80, The´ore`me II.1.3]):
Teorema 1.17. L’a`lgebra de quaternions H = {Lnr, pi} e´s l’u´nica a`lgebra de quaternions de divisio´
sobre k llevat d’isomorfisme. A me´s, una extensio´ de cossos K/k escindeix H si, i nome´s si, el
seu grau [K : k] e´s parell.
Aquesta senzilla classificacio´ de les a`lgebres de quaternions sobre cossos locals facilita l’estudi
dels ordres i ideals en aquestes a`lgebres.
Suposem primer que B e´s l’a`lgebra de matrius B ' M2(k). Aleshores, podem pensar B
com l’a`lgebra d’endomorfismes d’un k-espai vectorial 2-dimensional V , B ' End(V ). Els ordres
maximals de End(V ) so´n els anells End(Λ), on Λ e´s un Rk-reticle complet de V , i els ideals d’aquests
ordres so´n tots de la forma Hom(Λ1,Λ2), per a Λi Rk-reticles complets de V . En consequ¨e`ncia:
Proposicio´ 1.18. Tots els ordres maximals de M2(k) so´n conjugats de M2(Rk), i els ideals bila-
terals de M2(Rk) formen un grup c´ıclic generat per l’ideal primer M2(Rk)pi = piM2(Rk).
En segon lloc, suposem que B = H e´s l’u´nica (llevat d’isomorfisme) a`lgebra de quaternions
de divisio´ sobre k, donada pel Teorema 1.17. Si v e´s una valoracio´ discreta en k, aleshores v pot
ser estesa a una valoracio´ discreta w de B posant w(β) = v(n(β)) per β ∈ B. D’aquesta manera,
l’anell de valoracio´ de w e´s O = {β ∈ B : n(β) ∈ Rk}, que e´s un ordre maximal, ja que conte´ tots
els elements enters de B.
Proposicio´ 1.19. Sigui B una a`lgebra de quaternions de divisio´ sobre k. Aleshores B conte´ un
u´nic ordre maximal, que e´s O = {β ∈ B : n(β) ∈ Rk}. En particular, e´s tambe´ l’u´nic ordre
d’Eichler. A me´s, l’ideal piRk ramifica: piO = p2, on p e´s l’u´nic ideal maximal de O.
2.4. A`lgebres de quaternions sobre un cos de nombres. A continuacio´ tractarem el
cas dels cossos de nombres (me´s generalment, podr´ıem considerar cossos globals). Sigui doncs F
un cos de nombres, i denotem per RF el seu anell d’enters. Per a cada plac¸a v de F , escollim un
embedding F ↪→ Fv, on Fv e´s la complecio´ de F en v. Recordem que les places finites estan en
bijeccio´ amb els ideals primers de RF , les places reals es corresponen amb els diferents embeddings
reals de F i les places complexes amb els diferents parells d’embeddings complexos conjugats de
F .
Si B e´s una a`lgebra de quaternions sobre F , aleshores podem definir Bv := B ⊗F Fv, que e´s
una a`lgebra de quaternions sobre el cos local Fv. Considerant aquestes a`lgebres Bv per a totes les
places v i usant els resultats de l’apartat anterior, podem estudiar propietats globals de l’a`lgebra
de quaternions B.
Per l’Exemple 1.15, sabem que si v e´s una plac¸a complexa de F aleshores Bv ' M2(C).
Altrament, si v e´s una placa real o no arquimediana, el Teorema 1.17 implica que o be´ Bv 'M2(Fv)
o be´ Bv ' Hv, on Hv denota l’u´nica a`lgebra de quaternions de divisio´ sobre Fv. Aquest fet motiva
la segu¨ent definicio´:
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Definicio´ 1.20. Sigui v una plac¸a de F . Es diu que v escindeix en B si Bv ' M2(Fv), i es diu
que v ramifica en B si Bv e´s de divisio´.
La ramificacio´ en les places reals jugara` un paper important per nosaltres. Es diu que B e´s
totalment indefinida sobre F si cap plac¸a real ramifica en B, i es diu que B e´s totalment definida
sobre F si tota plac¸a real ramifica en B. Per al cas F = Q, simplement diem que B e´s indefinida
o definida, ja que nome´s hi ha una plac¸a real per comprovar.
En el que segueix, denotarem per Ram(B) el conjunt de places de F que ramifiquen en B. El
segu¨ent teorema de classificacio´, degut a H. Hasse, ens diu que aquest conjunt determina comple-
tament B llevat d’isomorfisme (cf. [Vig80, The´ore`me III.3.1]):
Teorema 1.21 (Hasse). El nombre |Ram(B)| de places ramificades en una a`lgebra de quaternions
B sobre F e´s parell. A me´s, per a tot conjunt finit S de places de F de cardinalitat parella existeix
una u´nica a`lgebra de quaternions B sobre F , llevat d’isomorfisme, tal que Ram(B) = S.
En altres paraules, la classe d’isomorfisme d’una a`lgebra de quaternions sobre un cos de nom-
bres esta` un´ıvocament determinada pel conjunt (finit) de places que hi ramifiquen. Per a una
a`lgebra de quaternions B sobre F , el discriminant redu¨ıt D = disc(B) e´s el producte de les places
finites en Ram(B). Per tant, podem considerar D = p1 · · · ps com a ideal de RF , on p1, . . . , ps so´n
ideals primers de RF , diferents dos a dos. Quan F = Q, disc(B) e´s l’ideal principal generat per
D = p1 · · · ps, on els pi so´n els primers que ramifiquen en B, de manera que identificarem disc(B)
amb l’enter positiu D.
La importa`ncia del Teorema 1.21 no rau nome´s en el fet que do´na una classificacio´ clara i
precisa de les a`lgebres de quaternions sobre F , sino´ tambe´ en les importants consequ¨e`ncies que
se’n deriven. Resumim breument algunes d’elles a continuacio´ (vegeu [Vig80, pp. 75-76] per a
me´s detalls).
El primer corol·lari que presentem e´s l’anomenat Principi de Hasse per formes quadra`tiques,
que pot ser provat utilitzant el Teorema 1.21:
Corol·lari 1.22. Si f e´s una forma quadra`tica sobre un cos de nombres F , aleshores f e´s iso`tropa
sobre F si, i nome´s si, f e´s iso`tropa sobre Fv, per a tota plac¸a v de F .
La segu¨ent consequ¨e`ncia relaciona el s´ımbol de Hilbert (·, ·)v := (·, ·)Fv de les complecions de
F , i e´s coneguda com la llei de reciprocitat del s´ımbol de Hilbert. De fet, la Llei de Reciprocitat
Quadra`tica pot dedu¨ır-se a partir d’ella:
Corol·lari 1.23. Sigui F un cos de nombres, i per a un parell d’elements a, b ∈ F× denotem per
(a, b)v = (a, b)Fv el seu s´ımbol de Hilbert relatiu a Fv. Aleshores es te´ la fo´rmula del producte∏
v
(a, b)v = 1,
on el producte e´s sobre totes les places v de F .
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Observem que el producte en la fo´rmula anterior e´s de fet un producte finit, ja que pel Teorema
1.21 nome´s un nombre finit de s´ımbols de Hilbert so´n 6= 1. En el cas en que` F = Q, una aplicacio´
del darrer corol·lari e´s el ca`lcul dels s´ımbols de Hilbert locals. Si a, b ∈ Q i p e´s un primer senar,
el s´ımbol de Hilbert (a, b)p es pot calcular fa`cilment seguint la recepta en [Vig80, p. 37], i llavors
per la fo´rmula del producte obtenim
(a, b)2 =
∏
v 6=2
(a, b)v.
Del Teorema 1.21 es dedueixen tambe´ dues propietats que so´n ben importants per elles matei-
xes. La primera d’elles e´s la paritat del nombre de places ramificades en una a`lgebra de quaternions,
i la segona e´s una caracteritzacio´ de l’a`lgebra de matrius: una a`lgebra de quaternions B sobre F
e´s isomorfa a M2(F ) si, i nome´s si, Bv ' M2(Fv) per a tota plac¸a v de F . Aquestes propietats
condueixen als segu¨ents dos corol·laris respecte a normes en extensions quadra`tiques de F i els
cossos de descomposicio´ de l’a`lgebra B.
Corol·lari 1.24. Sigui F un cos de nombres, L/F una extensio´ quadra`tica i θ ∈ F×. Aleshores θ
e´s la norma d’un element en L si, i nome´s si, θ e´s la norma d’un element en Lv := L⊗ Fv per a
tota plac¸a v de F , excepte per possiblement una.
Corol·lari 1.25. Sigui B una a`lgebra de quaternions sobre un cos de nombres F . Una extensio´
finita L/F e´s un cos de descomposicio´ per B si, i nome´s si, Lw e´s un cos de descomposicio´ per
Bv, per a tota plac¸a w|v de L.
Abans de passar a l’estudi d’ordres i ideals, e´s important esmentar el segu¨ent resultat carac-
teritzant els subcossos quadra`tics de B, conegut sovint com criteri de Hasse:
Teorema 1.26. Una extensio´ quadra`tica L/F e´s un subco´s de l’a`lgebra de quaternions B si, i
nome´s si, Lv = L⊗ Fv e´s un cos per a tota plac¸a v ∈ Ram(B).
Particularitzem el cas F = Q en el segu¨ent corol·lari:
Corol·lari 1.27. Sigui B una a`lgebra de quaternions racional, i sigui K/Q un cos quadra`tic. Si
K e´s real i B e´s definida, aleshores K no escindeix B. Altrament, K escindeix B si, i nome´s si,
per a tot primer p dividint el discriminant de B, p no descomposa en K.
Darrera de la demostracio´ de tots aquests resultats, hi ha la idea de treballar “ade`licament”.
Per a l’estudi dels ordres i ideals e´s tambe´ una eina clau, que descrivim breument a continuacio´.
Comencem escollint un conjunt finit S de places de F , incloent totes les infinites, i sigui
R = R(S) =
⋂
v 6∈S
(Rv ∩ F ),
on Rv := RFv . Llavors R e´s un domini de Dedekind, i sera` considerat com l’anell d’elements que
so´n enters fora de S.
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Aleshores, considerem donats un grup localment compacte Gv per a cada placa v de F , i tambe´
un subgrup compacte obert Cv de Gv per a cada plac¸a v 6∈ S.
Definicio´ 1.28. Amb les notacions anteriors, el producte restringit GA dels grups Gv respecte els
subgrups Cv e´s
GA = {x = (xv) ∈
∏
v
Gv : xv ∈ Cv per a quasi tota v 6∈ S}.
El grup GA pot dotar-se d’una topologia per a la qual esdeve´ un grup topolo`gic localment
compacte, que a me´s no depe`n de S. Aquesta situacio´ ocorre quan G e´s un grup algebraic definit
sobre F . Aleshores, Gv e´s el conjunt G(Fv) de punts Fv-racionals, i es pren Cv com el conjunt
G(Rv) de punts Rv-racionals per v fora del conjunt finit de places S. Llavors, el grup GA s’anomena
grup dels ade`les de G.
Exemple 1.29. L’anell dels ade`les AF de F esdeve´ d’aquesta manera quan s’escull Gv = Fv,
S = ∞ el conjunt de places infinites i Cv = Rv. El grup d’elements invertibles en AF e´s el grup
dels ide`les A×F de F , i esdeve´ quan s’escull Gv = F×v , S =∞ i Cv = R×v .
Exemple 1.30. Una a`lgebra de quaternions B sobre F tambe´ do´na lloc a certs grups d’ade`les de
manera similar. L’anell dels ade`les BA de B es defineix escollint Gv = Bv, S ⊇ ∞ i Cv = Ov, on
O e´s un ordre de B sobre l’anell R = R(S) i Ov = O ⊗R Rv. Aleshores BA e´s isomorf al producte
tensorial AF ⊗F B. Com e´s d’esperar, el grup B×A d’elements invertibles de BA s’obte´ prenent
Gv = B
×
v , S ⊇ ∞ i Cv = O×v .
Ara fixem un conjunt de places S del cos de nombres F , contenint les infinites. Si S = ∞,
aleshores observi’s que R = R∞ e´s l’anell d’enters RF de F .
Per tal d’usar les propietats locals d’ideals i ordres, si Y e´s un R-reticle de B, aleshores posarem
Yv = Y ⊗R Rv. Quan v ∈ S, llavors Rv = Fv i Yv = Bv. El punt clau e´s que un R-reticle Y
esta` un´ıvocament determinat pels reticles locals (Yv)v 6∈S (vegeu [Vig80, Proposition III.5.1]). Per
tant, tenim la nocio´ de propietat local d’ideals (o reticles). E´s a dir, una propietat ? e´s local si un
ideal I satisfa` ? si, i nomes si, Iv satisfa` ? per a tot v 6∈ S. Alguns exemples de propietats locals
so´n: e´sser un ideal, e´sser un ideal enter, e´sser un ordre i e´sser un ordre maximal, entre d’altres.
Tanmateix, la propietat de ser un ideal principal no e´s una propietat local, i aquest e´s un dels
motius principals per treballar en el llenguatge ade`lic. En el que segueix, identificarem un R-reticle
Y amb les seves localitzacions (Yv)v 6∈S i escriurem
YA =
∏
v
Yv, amb Yv = Bv si v ∈ S.
Ens restringirem ara als ordres maximals en B. Com que els ideals amb ordres per l’esquerra i
per la dreta maximals so´n localment principals ([Vig80, p. 86]), suposarem que tots els ideals que
considerarem so´n localment principals. Fixat un ordre maximal O de B, li podem doncs associar
els segu¨ents objectes ade`lics:
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(i) OA, l’anell dels ade`les de O,
(ii) O×A , el grup d’unitats de OA,
(iii) N(OA), el normalitzador de OA en B×A .
Aleshores, mitjanc¸ant l’aplicacio´ (xv) ∈ B×A 7→ I, on I e´s l’ideal tal que Iv = Ovxv si 6∈ S, el
conjunt dels O-ideals per l’esquerra esta` en bijeccio´ amb O×A \B×A . Per tant, el conjunt de O-ideals
bilaterals esta` en bijeccio´ amb O×A \N(OA). Pel que fa als ordres maximals, estan en bijeccio´ amb
els elements de N(OA)/B×A : un element (xv) ∈ B×A es correspon amb l’ordre O′ determinat per
O′v = x−1v Ovxv per v 6∈ S.
D’aquesta manera, tenim el segu¨ent diccionari global-ade`lic:
O-ideals per l’esquerra ↔ O×A \B×A ,
O-ideals bilaterals ↔ O×A \N(OA),
ordres maximals ↔ N(OA)/B×A ,
Pic`(O) ↔ O×A \B×A /B×,
tipus d’ordres maximals ↔ B× \B×A /N(OA).
En analogia al cas commutatiu, sembla natural esperar que aquests conjunts siguin finits, i
que la seva cardinalitat estigui relacionada amb el nombre de classes de F , e´s a dir, l’ordre de
R×F,A \ AF /F×.
De fet, l’estudi de la interpretacio´ anterior amb classes laterals dels ordres maximals te´ com a
consequ¨e`ncia la finitud del nombre de classes de B:
Teorema 1.31. Sigui O un ordre maximal en B. Aleshores Pic`(O) e´s finit, de manera que el
nombre de classes i el tipus de B so´n finits.
En alguns casos, e´s possible fer un pas me´s enlla` encara. Sigui FB el conjunt dels elements
de F que so´n positius en totes les places reals ramificant en B. Pel Teorema de la Norma (vegeu
[Vig80, The´ore`me III.4.1]), FB = n(B). Denotem tambe´ per PB el subgrup del grup Frac(F )
d’ideals fraccionals de F que consisteix en els ideals principals generats per un element de FB , i
sigui hB l’ordre del quocient Frac(F )/PB . Notem que h(F ) ≤ hB ≤ h+(F ), on h(F ) i h+(F ) so´n,
respectivament, el nombre de classes i el nombre de classes estricte de F .
Aleshores, la norma redu¨ıda indueix una aplicacio´ entre conjunts de classes laterals dobles
O×A \B×A /B−→R×A \ A×F /FB .
Usant el Teorema Fort d’Aproximacio´, aquesta aplicacio´ resulta ser una bijeccio´ (vegeu [Vig80,
III.4.3]), i ens porta al segu¨ent resultat, que e´s consequ¨e`ncia d’un teorema degut a M. Eichler:
Teorema 1.32. Sigui O un ordre maximal en una a`lgebra de quaternions B no totalment definida
sobre F . La norma redu¨ıda indueix una bijeccio´ Pic`(O)→ Frac(F )/PB. En particular, el nombre
de classes de B e´s hB.
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Quan B e´s totalment indefinida, la condicio´ que defineix PB e´s buida, de manera que PB = P ,
el grup d’ideals principals de F , i hB = h(F ) coincideix amb el nombre de classes de F . Si a me´s
B e´s racional, com que h(Q) = 1:
Corol·lari 1.33. El nombre de classes d’una a`lgebra de quaternions racional i indefinida e´s 1. A
me´s, tots els ordres maximals en una a`lgebra de quaternions racional i indefinida so´n conjugats
entre ells.
CAP´ıTOL 2
Corbes de Shimura: interpretacio´ modular
En aquest cap´ıtol introdu¨ım les corbes de Shimura, seguint essencialment [Jor81]. En la
primera seccio´ definim la corba de Shimura XD associada a una a`lgebra de quaternions racional
i indefinida BD de discriminant D, i expliquem la seva interpretacio´ en termes de mo`duli per a
superf´ıcies abelianes amb multiplicacio´ quaternio`nica. La segona seccio´ esta` dedicada a presentar
el grup d’Atkin-Lehner de XD, que e´s un grup d’involucions naturalment definides en XD, i
expliquem tambe´ la interpretacio´ modular de l’accio´ d’aquestes involucions. Finalment, en la
darrera seccio´ donem algunes indicacions de com la nocio´ de corba de Shimura es generalitza a
dimensions superiors.
1. Corbes de Shimura i multiplicacio´ quaternio`nica
Sigui BD una a`lgebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D, i sigui OD ⊆ BD
un ordre maximal en BD, que recordem que e´s u´nic llevat de conjugacio´ pel Corol·lari 1.33. Fixem
tambe´ un isomorfisme BD ⊗Q R '→ M2(R). Aleshores, mitjanc¸ant aquest isomorfisme tenim una
inclusio´ natural del subgrup O1D = {γ ∈ O×D : n(γ) = 1} ⊆ OD d’unitats de norma 1 en O×D en el
subgrup SL2(R) ⊆ M2(R),
O1D ↪→ SL2(R).
La imatge de O1D en PSL2(R) e´s un subgrup discret que actua de manera discont´ınua en el semipla`
de Poincare´ H = {z ∈ C : =(z) > 0}. Per tant, podem considerar la superf´ıcie de Riemann VD =
H\O1D. Com que tots els ordres maximals de BD so´n conjugats, notem que la classe d’isomorfisme
de VD no depe`n de l’eleccio´ de OD, i tampoc de l’isomorfisme fixat BD ⊗Q R '→ M2(R), en virtud
del Teorema de Noether-Skolem (vegeu [Pie82, §12.6]). A me´s:
Teorema 2.1 (Poincare´). La superf´ıcie de Riemann VD e´s compacta si, i nome´s si, BD 6' M2(R).
En altres paraules, VD e´s compacta si, i nome´s si, BD e´s de divisio´. Per a l’a`lgebra de matrius
M2(R), recuperem el cas de les corbes modulars cla`ssiques, les quals es poden compactificar afegint
noves singularitats, les anomenades punxes (en angle`s, cusps). El fet que VD sigui compacta per a
D > 1 fa que l’estudi de l’aritme`tica de les corbes de Shimura sigui significativament me´s complicat,
ja que en el cas cla`ssic les punxes codifiquen molta informacio´ aritme`tica sobre les corbes modulars.
A partir d’ara, doncs, considerarem que l’a`lgebra BD e´s de divisio´. En aquest cas, el grup O1D
d’unitats de norma 1 e´s un subgrup discret compacte de PSL2(R). El ge`nere de la superf´ıcie de
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Riemann VD ve donat per la segu¨ent expressio´ (vegeu [Vig80]):
g(VD) = 1 +
1
12
∏
p|D
(p− 1)− 1
4
∏
p|D
(1− (Q(
√−1)
p
))− 1
3
∏
p|D
(1− (Q(
√−3)
p
)),
on per a un cos quadra`tic K posem
(
K
p
) =

−1 si p e´s inert en K,
0 si p ramifica en K,
1 si p descomposa en K.
Shimura va provar que les superf´ıcies de Riemann VD, constru¨ıdes mitjanc¸ant grups Fuchsians
aritme`tics de primera espe`cie, tenen de fet una interpretacio´ modular. Per descriure-la, necessitem
introduir la nocio´ de multiplicacio´ quaternio`nica per a superf´ıcies abelianes.
Comencem fixant una tripleta (BD,OD, %), on BD e´s una a`lgebra de quaternions racional i
indefinida, OD ⊆ BD e´s un ordre maximal, i b 7→ b% e´s una (anti-)involucio´ positiva en BD. Gra`cies
al Teorema de Noether-Skolem, la involucio´ % e´s conjugada de la involucio´ cano`nica b 7→ b¯. Per
tant, existeix un element µ ∈ B×D tal que b% = µ−1b¯µ per a tot b ∈ BD. I de fet, la positivitat de %
implica (vegeu [Rot03]) que tr(µ) = 0 i n(µ) > 0, per tant µ satisfa` µ2 + δ = 0 per algun δ ∈ Q×,
δ > 0. Aix´ı, sovint denotarem % = %µ si volem fer refere`ncia a l’element µ, que esta` determinat
llevat multiplicacio´ per elements de Q×. Notem tambe´ que podem suposar que µ ∈ OD, e´s a dir,
que δ ∈ Z>0. Un cop fixada la tripleta (BD,OD, %):
Definicio´ 2.2. Una superf´ıcie abeliana amb multiplicacio´ quaternio`nica (o amb QM, per abreviar)
per (BD,OD, %) e´s una tripleta (A, ι,L) on:
• A e´s una superf´ıcie abeliana,
• ι : OD ↪→ End(A) e´s un monomorfisme d’a`lgebres,
• L e´s una polaritzacio´ feble en A tal que la involucio´ de Rosati † associada a L satisfa`
ι(b)† = ι(b%) per a tot b ∈ BD.
Recordem que una polaritzacio´ feble en A e´s una classe d’equivale`ncia racional de polaritzacions
en A, on dues polaritzacions L1 i L2 so´n racionalment equivalents si existeixen enters positius m,n
tals que mL1 = nL2. Observem que dues polaritzacions racionalment equivalents indueixen la
mateixa involucio´ de Rosati.
Amb aquestes notacions, suposem que tenim dues superf´ıcies abelianes (A, ι,L) i (A′, ι′,L′)
amb QM (respecte a (BD,OD, %)). Aleshores, un morfisme ϕ : (A, ι,L)→ (A′, ι′,L′) e´s simplement
un morfisme ϕ : A→ A′ entre les superf´ıcies abelianes subjacents tal que L = ϕ∗(L′) i ϕ ◦ ι(β) =
ι′(β) ◦ϕ per a tot β ∈ OD. Aquesta darrrera condicio´ es pot reescriure demanant que el diagrama
A
ϕ
//
ι(β)

A′
ι′(β)

A
ϕ
// A′
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commuti per a tot β ∈ OD.
Aleshores, el que prova` Shimura (vegeu [Shi63], [Shi67]) e´s que VD e´s la solucio´ al problema
de mo`duli (groller) sobre Q de classificar les classes d’isomorfisme de superf´ıcies abelianes (A, ι,L)
amb QM per (BD,OD, %). A me´s, Shimura va demostrar que la superf´ıcie de Riemann VD admet un
model sobre Q. E´s a dir, va construir un model XD/Q de manera que VD s’identifica cano`nicament
amb els punts complexos de XD, XD(C) ' VD.
Definicio´ 2.3. Anomenarem corba de Shimura associada a BD a la corba algebraica definida pel
model XD/Q constru¨ıt per Shimura.
Com que hem suposat que BD e´s de divisio´, XD e´s doncs una corba alebraica projectiva.
Encara des d’un punt de vista complex, cal remarcar que Shimura dona` tambe´ una aplicacio´
d’uniformitzacio´ per a XD(C), que ve descrita per:
H −→ XD(C)
τ 7−→ Pτ = [(Aτ , ιτ ,Lτ )]
on denotem per [(Aτ , ιτ ,Lτ )] la classe d’isomorfisme de la superf´ıcie abeliana amb QM (Aτ , ιτ ,Lτ )
donada per
• Aτ = C2/OD · vτ amb vτ = (τ, 1)t,
• ιτ : OD ↪→ End(Aτ ) l’aplicacio´ natural,
• Lτ la polaritzacio´ feble indu¨ıda per la forma de Riemann Eτ definida per
Eτ (x · vτ , y · vτ ) = tr(µxy¯), per a tot x, y ∈ OD.
L’aplicacio´ anterior satisfa` que donats τ, τ ′ ∈ H qualssevol, aleshores Pτ = Pτ ′ si, i nome´s si, τ i τ ′
so´n equivalents per l’accio´ de O1D en H. Per tant, l’aplicacio´ d’uniformitzacio´ de Shimura realitza
l’isomorfisme VD = O1D \ H ' XD(C).
Respecte a la interpretacio´ modular deXD, volem emfatitzar el fet que la polaritzacio´ feble L en
la definicio´ d’una superf´ıcie abeliana amb QM queda completament determinada per (BD,OD, %).
Concretament, tenim el segu¨ent resultat degut a Milne (vegeu [Mil79]):
Proposicio´ 2.4 (Milne). Suposem que (BD,OD, %) e´s una tripleta com abans, i sigui A una
superf´ıcie abeliana equipada amb un monomorfisme d’anells ι : OD ↪→ End(A). Aleshores, existeix
una u´nica polaritzacio´ feble L en A tal que (A, ι,L) e´s una superf´ıcie abeliana amb QM respecte a
(BD,OD, %).
Per tant, en el que segueix considerarem les superf´ıcies abelianes amb QM simplement com
parells (A, ι : OD ↪→ End(A)), i farem esment de la polaritzacio´ feble L u´nicament quan sigui
rellevant.
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Per acabar la seccio´, sigu k un cos de caracter´ıstica zero, i fixem una clausura algebraica k¯ de
k. Necessitem les segu¨ents definicions per traslladar la interpretacio´ modular de XD a l’estudi de
punts k-racionals de XD:
Definicio´ 2.5. Suposem que (A, ι)/k¯ e´s una superf´ıcie abeliana amb QM per (BD,OD, %). Ales-
hores, el cos de mo`duli (A, ι) e´s el mı´nim cos k ⊆ k(A,ι) ⊆ k¯ tal que el parell (A, ι) e´s isomorf a
σ(A, ι) per a tot σ ∈ Gal (k¯/k(A,ι)). En altres paraules, k(A,ι) = k¯H e´s el cos fix per
H = {σ ∈ Gal (k¯/k) : σ(A, ι) ' (A, ι)} ⊆ Gal (k¯/k).
Direm que (A, ι) admet un model racional sobre k si existeix una superf´ıcie abeliana (A′, ι′)/k amb
QM per (BD,OD, %) tal que (A′× k¯, ι′× k¯) ' (A, ι). En tal cas, direm que k e´s un cos de definicio´
per (A, ι).
Clarament, el cos de mo`duli d’un parell (A, ι)/k¯ e´s u´nic, i esta` contingut en qualsevol cos de
definicio´ per (A, ι).
Com que XD esta` definida sobre Q i k e´s un cos de caracter´ıstica zero (k ⊇ Q), te´ sentit
considerar el conjunt XD(k) de punts k-racionals de XD. E´s a dir, el conjunt de punts de XD
amb coordenades a k. Per la interpretacio´ modular de XD, un punt P ∈ XD(k) es correspon
amb la classe d’isomorfisme d’una superf´ıcie abeliana (A, ι)/k¯ amb QM per (BD,OD, %) i cos de
mo`duli kP = k(A,ι) contingut en k. Aix´ı doncs, i me´s en general, per a qualsevol extensio´ de cossos
k ⊆ K ⊆ k¯, tenim que
XD(K) = {P ∈ XD(k¯) : kP ⊆ K}.
En particular, si (A, ι)/k¯ admet un model racional sobre K aleshores P = [(A, ι)] ∈ XD(K),
pero` el rec´ıproc no e´s cert en general. El problema d’estudiar l’obstruccio´ per a una superf´ıcie
abeliana (A, ι) amb QM a admetre un model racional sobre el seu cos de mo`duli va ser estudiat
i resolt per Jordan a [Jor86] (vegeu el Teorema 3.2 al segu¨ent cap´ıtol): una superf´ıcie abeliana
(A, ι) amb QM parametritzada per un punt P ∈ XD(K) admet un model racional sobre K si, i
nome´s si, K escindeix BD.
Exemple 2.6. Sigui B6 l’a`lgebra de quaternions racional (indefinida i de divisio´) de discriminant 6.
A. Kurihara va provar que el model cano`nic deXD sobreQ ve descrit per l’equacio´ af´ı x2+y2+3 = 0.
Directament d’aquesta equacio´ veiem que (
√−7, 2) ∈ X6(Q(
√−7)). Aixo` implica l’existe`ncia d’una
superf´ıcie abeliana (A, ι) amb multiplicacio´ quaternio`nica per B6 amb cos de mo`duliQ(
√−7). Pero`,
d’acord amb el resultat de Jordan, aquesta superf´ıcie abeliana no pot admetre un model racional
sobre Q(
√−7), ja que Q(√−7) no escindeix B6.
2. El grup d’Atkin-Lehner
Un cop definida la corba de Shimura XD associada a una a`lgebra de quaternions BD, aix´ı com
la seva interpretacio´ modular, en aquesta seccio´ presentem un grup d’involucions en XD que ve´nen
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definides de manera natural a partir de la construccio´ de la superf´ıcie de Riemann VD. So´n les
anomenades involucions d’Atkin-Lehner.
Mitjanc¸ant la inclusio´ BD ↪→ BD ⊗Q R '−→ M2(R), el grup multiplicatiu B×D,+ d’elements
invertibles de norma redu¨ıda positiva actua en H per transformacions de Moebius. I llavors, e´s
immediat comprovar que l’accio´ d’un element α ∈ B×D,+ indueix una accio´ en VD = O1D \ H si, i
nome´s si, α ∈ NB×D,+(O
1
D), on
NB×D,+
(O1D) = {β ∈ B×D,+ : β−1ODβ = OD}
e´s el normalitzador de O1D en B×D,+.
E´s clar que NB×D,+
(O1D) sempre conte´ els elements de Q×O1D, que indueixen l’automorfisme
trivial en VD = O1D \ H de manera que e´s natural considerar el grup quocient
NB×D,+
(O1D)/Q×O1D.
E´s un resultat ben conegut que NB×D,+
(O1D)/Q×O1D ' (Z/2Z)2r, on 2r e´s el nombre de factors
primers de D (vegeu per exemple [Jor81, Proposition 1.2.4]). Tractant-se d’un 2-grup, els seus
elements so´n doncs involucions de VD = O1D \ H. A me´s, un sistema complet de representants per
a NB×D,+
(O1D)/Q×O1D ve donat per qualsevol conjunt {αd}d|D, format per un element αd ∈ OD
de norma redu¨ıda d per a cada divisor positiu d de D. Seguint les notacions habituals, si m|D,
denotarem per ωm la involucio´ de VD indu¨ıda per l’accio´ de qualsevol element αm ∈ OD de norma
redu¨ıda m en H. Aquestes involucions formen un grup WD ⊆ Aut(VD). Si m,m′|D, aleshores
es pot comprovar que ωm · ωm′ = ωmm′/(m,m′)2 , la qual cosa prova que WD esta` generat per les
involucions wp, on p recorre els factors primers de D.
L’accio´ de les involucions ωm admet una interpretacio´ modular en termes de superf´ıcies abe-
lianes amb QM. Considerem la superf´ıcie abeliana (A, ι,L)τ = (Aτ , ιτ ,Lτ ), per algun τ ∈ H.
Aleshores, si la involucio´ ωm ve representada per un element αm ∈ OD de norma redu¨ıda m,
fent servir la uniformitzacio´ de Shimura, ωm envia la classe d’isomorfisme Pτ = [(A, ι,L)τ ] a
Pαmτ = [(A, ι,L)αmτ ]. Ara be´, observem que la multiplicacio´ per α−1m indueix un isomorfisme
g : Aαmτ = C2/OD · vαmτ ' C2/ODαm · vτ
α−1m−→ C2/OD · vτ = Aτ .
A me´s, e´s senzill comprovar que aquest isomorfisme satisfa` g ◦ ιαmτ (β) = ιτ (α−1m βαm) ◦ g per
a tot β ∈ OD. Me´s en general, per a a ∈ NB×D,+(O
1
D), denotarem per ιa : OD ↪→ End(A) el
monomorfisme donat per ιa(β) = ι(a
−1βa). Per la Proposicio´ 2.4, per a cada a ∈ NB×D,+(O
1
D)
existeix una u´nica polaritzacio´ feble La tal que (A, ιa,La) e´s una superf´ıcie abeliana amb QM. De
fet, es comprova que La = a∗(L) (vegeu [Jor81, p. 12]).
Per tant, l’accio´ de les involucions modulars ωm ve descrita de la segu¨ent manera:
Proposicio´ 2.7. Sigui αm ∈ OD un element de norma m, per algun divisor positiu m de D.
Aleshores, si (A, ι,L) e´s una superf´ıcie abeliana amb QM i ωm e´s la involucio´ indu¨ıda per αm, es
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te´
ωm([(A, ι,L)]) = [(A, ιαm , α∗m(L))].
Mitjanc¸ant la interpretacio´ modular, veiem doncs que el grup WD actua per involucions en la
corba de Shimura XD. A me´s, com que la solucio´ a un problema de mo`duli e´s u´nica, resulta que
les involucions ωm ∈WD so´n racionals:
Definicio´ 2.8. WD e´s el grup d’Atkin-Lehner de XD, i es te´ WD ⊆ AutQ(XD). Els elements de
WD s’anomenen involucions d’Atkin-Lehner.
Seguint la notacio´ tradicional, sovint identificarem ωm ∈ WD amb un representant seu en
NB×D,+
(O1D) ∩ OD de norma m.
Exemple 2.9. A [BFGR06, Table 1] es poden trobar equacions expl´ıcites per algunes corbes
de Shimura, i es donen tambe´ les involucions d’Atkin-Lehner en termes d’aquestes equacions.
Per exemple, si X6 e´s la corba de Shimura definida per l’a`lgebra de quaternions racional B6 de
discriminant 6, hem vist a l’Exemple 2.6 que una equacio´ af´ı per a X6 e´s
x2 + y2 + 3 = 0.
En termes d’aquesta equacio´, ω2(x, y) = (−x,−y) i ω3(x, y) = (x,−y). Per tant, ω6(x, y) =
ω2 · ω3(x, y) = (−x, y).
3. Varietats de Shimura de dimensio´ superior
Per tancar el cap´ıtol, volem presentar breument com les corbes de Shimura admeten ana`legs
en dimensio´ superior. En aquesta seccio´, F denotara` un cos de nombres totalment real de grau
n = [F : Q], i escriurem RF per denotar el seu anell d’enters.
Considerem una a`lgebra de quaternions B sobre F totalment indefinida. En particular, tenim
que B⊗F Fv ' M2(Fv) per a tota plac¸a arquimediana v de F (que es corresponen amb els diferents
n embeddings reals F ↪→ R de F ). Denotarem el discriminant redu¨ıt de B per D = p1 · · · p2r, on
els pi so´n ideals primers de RF diferents dos a dos.
Fixem ara una tripleta (O, I, %), on O e´s un ordre maximal de B, I e´s un ideal per l’esquerra
de O (o millor la seva classe en Pic`(O)) i % e´s una (anti-)involucio´ positiva en B.
Remarca 2.10. De nou, pel Teorema de Noether-Skolem Theorem, la involucio´ % e´s conjugada
de la involucio´ cano`nica en B, que denotem per β 7→ β¯. Per tant, existeix un element µ ∈ B× tal
que β% = µ−1β¯µ per a tot β ∈ B. A me´s, la positivitat de % implica (vegeu [Rot03]) que tr(µ) = 0
i n(µ) ∈ F×+ , de manera que µ satisfa` una equacio´ de la forma µ2 + δ = 0 per algun δ ∈ F×+ . Com
aquest element µ esta` determinat llevat de multiplicacio´ per unitats de F , podem denotar % per
%µ.
Un cop fixada la tripleta (O, I, %):
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Definicio´ 2.11. Una varietat abeliana polaritzada amb multiplicacio´ quaternio`nica per (O, I, %)
(o simplement amb QM per O, per abreviar) e´s una tripleta (A, ι,L) on
• A e´s una varietat abeliana de dimensio´ g = 2n,
• ι : O ↪→ End(A) e´s un monomorfisme d’anells tal que H1(A,Z) ' I com a O-mo`duls,
• L e´s una polaritzacio´ primitiva en A tal que la involucio´ de Rosati † definida per L en
End0(A) = End(A) ⊗Z Q coincideix amb % en ι(O), e´s a dir ι(β)† = ι(β%) per a tot
β ∈ O.
Amb aquesta definicio´, un isomorfisme entre dues varietats abelianes polaritzades (A1, ι1,L1) i
(A2, ι2,L2) amb QM per O e´s simplement un isomorfisme ϕ : A1 → A2 entre les varietats abelianes
subjacents tal que ϕ ◦ ι1(β) = ι2(β) ◦ ϕ per a tot β ∈ O i ϕ∗(L2) = L1.
Aleshores, associat a la tripleta (O, I, %) tenim el problema de mo`duli sobre Q de classificar les
classes d’isomorfisme de varietats abelianes primitivament polaritzades amb QM per O. Pel treball
de Shimura, el functor corresponent a aquest problema de mo`duli ve representat (grollerament)
per un esquema quasi-projectiu redu¨ıt i irreductible XB/Q = X(O,I,%)/Q sobre Q de dimensio´ n.
A me´s, si B e´s de divisio´ aleshores XB e´s una varietat completa (vegeu [Shi63], [Shi67]).
Definicio´ 2.12. X(O,I,%) e´s la varietat de Shimura definida per la tripleta (O, I, %). Si (O, I, %)
e´s clara pel context o no e´s rellevant, escriurem simplement XB per denotar el seu model sobre Q
donat per Shimura, i direm que e´s la varietat de Shimura definida per B.
Remarca 2.13. Quan prenem l’a`lgebra de matrius B ' M2(F ), les varietats XB que obtenim so´n
les varietats modulars de Hilbert-Blumenthal cla`ssiques. Aquestes no so´n completes, pero`, com en
el cas 1-dimensional de les corbes modulars, poden construir-se certes compactificacions al preu de
produir noves singularitats (les punxes).
D’altra banda, si B e´s de divisio´, com ja hem dit les varietats XB so´n projectives. Encara
que aixo` pugui semblar un avantatge, aquest fet fa que l’estudi de l’aritme`tica de XB sigui sig-
nificativament me´s complicat que en el cas cla`ssic, ja que en el cas de les varietats modulars de
Hilbert-Blumenthal molta informacio´ aritme`tica esta` codificada en les punxes.
Com a varietats complexes, les varietats XB es poden descriure com a quocients de dominis
sime`trics per l’accio´ de certs subgrups de congrue`ncia, i pel treball de W. L. Baily i A. Borel
([BB66]), esdevenen varietats algebraiques complexes quasi-projectives. Concretament, la varietat
complexa XB(C) es pot construir com el quocient de n co`pies del semipla` de Poincare´ H = {z ∈
C : =(z) > 0} per l’accio´ discont´ınua d’un grup discret. De fet, com que B e´s totalment indefinida,
podem escollir un embedding B ↪→ B ⊗Q R ' M2(R)⊕
n)· · · ⊕M2(R), i el grup O1 = {γ ∈ O× :
n(γ) = 1} d’unitats de norma 1 en O es pot identificar amb la seva imatge ΓB ⊆ M2(R)n per
aquest embedding, que e´s un subgrup discret de SL2(R)n. Aix´ı, un element γ = (γ1, . . . , γn) ∈ ΓB
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actua en el producte cartesia` Hn per transformacions de Moebius:
γ · (τ1, . . . , τn)t =
(
a1τ1 + b1
c1τ1 + d1
, . . . ,
anτn + bn
cnτn + dn
)t
, on γi =
 ai bi
ci di
 ∈ SL2(R).
Aleshores,
(3) XB(C) ' ΓB \ Hn.
Des d’aquest punt de vista anal´ıtic, tambe´ es pot veure que el quocient ΓB \ Hn e´s compacte
quan B e´s de divisio´ (vegeu [Kat92, Theorem 5.4.1], [BHC62]).
Per ser XB una solucio´ a l’anterior problema de mo`duli, els punts complexos de XB (o, equi-
valentment, les ΓB-o`rbites de H
n) admeten la segu¨ent interpretacio´:
XB(C) = {(A, ι,L)/C varietat abeliana amb QM per O}/'.
De nou, aquesta interpretacio´ de mo`duli admet una aplicacio´ d’uniformitzacio´
Hn −→ XB(C)
τ = (τ1, . . . , τn) 7−→ [(Aτ , ιτ ,Lτ )],
per a la descripcio´ de la qual referim el lector a [Rot03].
Per al cas del conjunt XB(K), on K/Q e´s un cos de nombres, la interpretacio´ en termes de
mo`duli e´s ana`loga a la que hem exposat anteriorment en el cas de corbes de Shimura. Recordem
que en aquesta interpretacio´ juguen un paper fonamental els conceptes de cos de mo`duli i cos de
definicio´ d’una varietat abeliana amb QM, que es generalitzen sense dificultat per a aquest cas a
partir de la Definicio´ 2.5.
Pel que fa a la generalitzacio´ del grup d’Atkin-Lehner al cas de varietats de Shimura de
dimensio´ superior, referim el lector interessat a [Rot04], on s’estudien certs morfismes naturals de
varietats de Shimura a varietats modulars de Hilbert-Blumenthal i espais de mo`duli de varietats
abelianes polaritzades. L’estudi d’aquests morfismes, que consisteixen en ‘oblidar’ la multiplicacio´
quaternio`nica, donen lloc a una interpretacio´ modular del quocient d’una varietat de Shimura per
certs subgrups del grup d’involucions d’Atkin-Lehner.
CAP´ıTOL 3
Els treballs de Jordan i Skorobogatov
Aquest cap´ıtol esta` dedicat a exposar els treballs de Jordan [Jor86] i Skorobogatov [Sko05]
sobre l’existe`ncia de punts racionals sobre cossos quadra`tics imaginaris en corbes de Shimura. Els
resultats principals per a l’objectiu d’aquest treball so´n el Teorema 3.5 i el Teorema 3.25.
De cara als cap´ıtols posteriors, els subgrups cano`nics de torsio´ introdu¨ıts en la segona seccio´,
aix´ı com els cara`cters d’isoge`nia associats, jugaran un paper fonamental. Tambe´ seran dos ingre-
dients essencials el recobridor de Shimura ZD,p → XD associat a un factor primer p de D i el
XD-torsor fp : YD,p → XD introdu¨ıt per Skorobogatov, que es presenten en les seccions tercera i
quarta, respectivament.
1. Punts racionals en corbes de Shimura
Sigui BD una a`lgebra de quaternions racional i indefinida de discriminant redu¨ıt D, i denotem
per XD = XD/Q el model cano`nic sobre Q de la corba de Shimura definida per una tripleta
pre`viament fixada (BD,OD, %), com en el cap´ıtol anterior. Per a l’estudi dels punts racionals en
la corba XD sobre certs cossos, e´s de gran importa`ncia el segu¨ent resultat cla`ssic degut a Shimura
(vegeu [Shi75, Theorem 0]):
Teorema 3.1 (Shimura). Si l’a`lgebra de quaternions racional i indefinida BD e´s de divisio´, ales-
hores la corba de Shimura XD no te´ punts reals. E´s a dir, si D > 1 aleshores XD(R) = ∅.
De fet, Shimura prova` aquest resultat tambe´ per varietats de Shimura de dimensio´ superior.
Com a consequ¨e`ncia d’aquest teorema, tenim que XD no te´ punts K-racionals per a cap cos de
nombres K totalment real. En particular, XD(Q) = ∅.
Jordan va estudiar a [Jor86] el problema d’identificar els cossos de nombres K tals que
XD(K) = ∅, amb especial intere`s en el cas dels cossos quadra`tics imaginaris (el segu¨ent pas
despre´s del Teorema 3.1). En altres paraules, Jordan cercava una descripcio´ del conjunt
D =

BD a`lgebra de quaternions racional,
(BD,K) indefinida i de divisio´,
K cos de nombres, XD(K) = ∅
 .
Aquest e´s clarament un problema sobre l’aritme`tica de les corbes de Shimura, estretament
relacionat amb l’estudi del principi local-global (o principi de Hasse) en aquestes corbes. De fet,
37
38 3. ELS TREBALLS DE JORDAN I SKOROBOGATOV
un subconjunt obvi de D e´s
Dlocal =

existeix una plac¸a v de K tal que
(BD,K) ∈ D XD(Kv) = ∅, on Kv e´s la complecio´
de K respecte a v
 .
El Teorema 3.1 juntament amb els resultats de Jordan i Livne´ a [JL85] (vegeu tambe´ [Jor86,
Theorem 0]) per al cas no arquimedia` determinen el conjunt Dlocal, de manera que Jordan centra
el seu estudi en el conjunt Dglobal = D \ Dlocal, que es pot considerar com una mesura de l’error
del principi de Hasse en XD.
Com ja hem indicat abans, la nocio´ de cos de mo`duli juga un paper important en l’estudi dels
punts racionals en XD. Concretament, si k e´s un cos de caracter´ıstica zero i P ∈ XD(k), aleshores
podem representar P per un parell (A, ι)/k¯ tal que el seu cos de mo`duli kP esta` contingut en
k, pero` que no necessa`riament admet un model racional sobre k. En aquesta direccio´, un dels
principals resultats en [Jor86] e´s la segu¨ent caracteritzacio´ de quan una superf´ıcie abeliana amb
multiplicacio´ quaternio`nica admet un model racional sobre el seu cos de mo`duli:
Teorema 3.2 (Jordan). Sigui k un cos de caracter´ıstica zero, i (A, ι) una superf´ıcie abliana amb
QM parametritzada per un punt P ∈ XD(k), de manera que el cos de mo`duli kP de (A, ι) esta`
contingut en k. Aleshores, (A, ι) admet un model racional sobre k si, i nome´s si, k escindeix BD.
La necessitat de la condicio´ pot explicar-se de manera breu: si (A′, ι′) e´s un model racional
sobre k per (A, ι), aleshores l’accio´ de End(A) ⊗Z Q en l’espai de 1-formes holomorfes do´na lloc
a un embedding BD ↪→ Endk(H0(A′,Ω1/k)) ' M2(k), i per tant k escindeix BD. Per al rec´ıproc,
Jordan utilitza la descomposicio´ de l’espai cotangent H0(A,Ω1/k) indu¨ıda pel fet que k escindeix
BD, i un resultat cla`ssic de Shimura (vegeu [Jor86, §1]).
Un cop el Teorema 3.2 queda establert, el problema de decidir si un parell donat (BD,K)
pertany a D es converteix en un problema sobre l’aritme`tica de les superf´ıcies abelianes amb QM
per BD. A me´s, del mateix Teorema 3.2 sorgeixen dos casos clarament diferenciats per tractar:
(1) K escindeix BD,
(2) K no escindeix BD.
En el segon cas, (BD,K) 6∈ D si, i nome´s si, existeix una superf´ıcie abeliana amb QM (A, ι)
amb cos de mo`duli contingut en K, pero` que no admet un model racional sobre K. Suposem doncs
que K no escindeix BD. Seguint l’argument en [Jor86, p. 93], usant el Teorema 3.1 i els resultats
de Jordan i Livne´ [JL85] resulta que llavors (BD,K) ∈ Dlocal, llevat que o be´ D = 2p amb p ≡ 1
mod 4 o be´ D = 2q1 · · · q2r−1 per alguns primers qi satisfent qi ≡ 3 mod 4, 1 ≤ i ≤ 2r−1. D’acord
amb la terminologia introdu¨ıda per Jordan, direm que (BD,K) e´s un parell excepcional si K no
escindeix BD i (BD,K) /∈ Dlocal. Fins ara, aquests parells semblen haver estat inaccessibles en
la literatura existent. Tanmateix, el resultat principal que presentem en aquest treball permet
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produir exemples de parells excepcionals (vegeu Teorema 5.1). Cal remarcar que aquells parells
excepcionals (BD,K) per als quals XD(K) = ∅ so´n contraexemples al principi de Hasse sobre K.
Pel que fa al primer cas, (BD,K) 6∈ D si, i nome´s si, existeix una superf´ıcie abeliana amb
QM (A, ι) definida sobre K. L’estrate`gia seguida per Jordan en aquest cas consisteix en donar
condicions necessa`ries per a l’existe`ncia de superf´ıcies abelianes amb QM definides sobre el cos K.
Aleshores, sempre que es pugui provar la impossibilitat de satisfer aquestes condicions se seguira`
que XD(K) = ∅, assumint que K escindeix BD. En aquesta direccio´, el segu¨ent resultat va ser
provat en [Jor86]:
Teorema 3.3 (Jordan). Si K e´s un cos quadra`tic imaginari amb nombre de classes me´s gran que
1, aleshores nome´s existeix un nombre finit d’a`lgebres de quaternions racionals i indefinides BD
(llevat d’isomorfisme) tals que K escindeix BD i XD(K) 6= ∅.
Remarca 3.4. Per un resultat de Shimura, el cas de nombre de classes 1 e´s me´s senzill: si K e´s
un cos quadra`tic imaginari amb nombre de classes 1 i K escindeix BD, aleshores XD(K) 6= ∅.
Per a la prova del Teorema 3.3, un dels punts clau e´s entendre els subgrups cano`nics de torsio´
Cp d’una superf´ıcie abeliana amb QM (A, ι) associats als factors primers p de D, aix´ı com els
cara`cters d’isoge`nia corresponents. Aquests objectes ja van ser introdu¨ıts en la tesi de Jordan
([Jor81]), i algunes de les seves propietats s’estableixen usant la teoria de superf´ıcies abelianes
amb QM sobre cossos finits i sobre cossos locals (vegeu les seccions 2 i 3 de [Jor86]). A partir
d’aquestes propietats, Jordan prova que la funcio´ L d’una superf´ıcie abeliana amb QM satisfa` certes
congrue`ncies que condueixen finalment a la prova del Teorema 3.3. Val la pena esmentar tambe´
que la prova d’aquest resultat deguda a Jordan fou inspirada en el valuo´s treball de B. Mazur en
[Maz78].
Hi ha una altra aplicacio´ del treball de Jordan que mostra expl´ıcitament com l’aritme`tica de
BD pot decidir si XD(K) e´s buit o no, que e´s en la que estem me´s interessats en aquest treball.
Usant les notacions de [Sko05], per a un nombre primer q, sigui P (q) el conjunt finit de tots els
factors primers dels enters no nuls en el conjunt {a, a ± q, a ± 2q, a2 − 3q2}|a|≤2q. Per exemple,
tenim P (2) = {2, 3, 5, 7, 11}. D’altra banda, si q 6= 2, definim B(q) com el conjunt d’a`lgebres de
quaternions racionals i indefinides que no so´n escindides per Q(
√−q), i definim tambe´ B(2) com el
conjunt d’a`lgebres de quaternions racionals i indefinides que no so´n escindides ni per Q(
√−2) ni
per Q(
√−1). Finalment, definim C(q) ⊂ B(q) com el conjunt d’a`lgebres en B(q) amb discriminant
redu¨ıt divisible per algun primer p 6∈ P (q), i observem que B(q)\C(q) e´s finit. Aleshores, el segu¨ent
resultat e´s [Jor86, Theorem 6.3]:
Teorema 3.5 (Jordan). Sigui q un nombre primer. Si K e´s un cos quadra`tic imaginari en el qual
q ramifica i BD ∈ C(q) e´s escindida per K, aleshores XD(K) = ∅.
Exemple 3.6. Considerem l’a`lgebra de quaternions racional B39 de discriminant 39. D’una banda,
es te´ que ni Q(
√−1) ni Q(√−2) escindeixen B39, i d’altra banda Q(
√−13) escindeix B39. Per
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tant, aplicant el Teorema 3.5 per a q = 2, obtenim que X39(Q(
√−13)) = ∅. De fet, es pot provar
que (B39,Q(
√−13)) ∈ Dglobal, de manera que X39 e´s un contraexemple al principi de Hasse sobre
Q(
√−13).
2. Subgrups cano`nics de torsio´
Ara introduirem els anomenats subgrups cano`nics de torsio´ d’una superf´ıcie abeliana amb QM
parametritzada per la corba de Shimura XD definida per una tripleta fixada (BD,OD, %) com
abans. Assumirem doncs que l’a`lgebra de quaternions racional i indefinida BD e´s de divisio´, e´s a
dir, D = disc(B) > 1. El material que presentem en aquesta seccio´ e´s essencialment una revisio´
de [Jor81, Chapter 4, §3]. Al llarg de la seccio´, (A, ι) denotara` una superf´ıcie abeliana amb QM
definida sobre un cos k de carcter´ıstica zero parametrizada per XD. Recordem que, en particular,
ι : OD ↪→ Endk(A).
Per tal d’entendre els subgrups de torsio´ de A, e´s important entendre primer els subgrups A[`]
de `-torsio´ de A per a un primer qualsevol `. En aquesta direccio´, tenim el segu¨ent resultat degut
a Morita i que apareix a [Oht64]:
Proposicio´ 3.7 (Morita). Per a qualsevol primer `, el mo`dul de Tate `-a`dic T`(A) de A e´s lliure
de rang 1 sobre OD,` = OD⊗ZZ`. A me´s, el commutador de OD,` en End(T`(A)) e´s una suba`lgebra
de M4(Z`) isomorfa a OD ⊗Z Z`.
Usarem especialment la segu¨ent consequ¨e`ncia:
Corol·lari 3.8. Per a qualsevol primer `, A[`] e´s lliure de rang 1 sobre OD/`OD.
Ara fixem un nombre primer p. Aleshores, recordem que BD,p = BD ⊗QQp e´s o be´ isomorfa a
l’u´nica a`lgebra de quaternions de divisio´ sobre Qp, que denotem per Hp, o be´ isomorfa a l’a`lgebra
de matrius M2(Qp), depenent de si p divideix D o no, respectivament. Si Lp/Qp denota l’u´nica
extensio´ quadra`tica no ramificada de Qp i σ ∈ Gal (Lp/Qp) e´s l’automorfisme no trivial, Hp pot
considerar-se com a suba`lgebra de M2(Lp) mitjanc¸ant la segu¨ent descripcio´:
Hp '

 a b
pσb σa
 : a, b ∈ Lp
 ⊆ M2(Lp).
I amb aquesta presentacio´, l’u´nic ordre maximal de Hp es correspon amb
 a b
pσb σa
 : a, b ∈ RLp
 ,
on RLp e´s l’anell d’enters de Lp. Aquesta dicotomia es trasllada a l’estructura de OD/pOD:
(i) Si p - D, aleshores OD/pOD ' M2(Fp).
(ii) Si p|D, aleshores
OD/pOD '

 a b
0 ap
 : a, b ∈ Fp2
 ⊆ M2(Fp2).
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A me´s, aquestes remarques ens permeten donar una descripcio´ expl´ıcita dels ideals de la Fp-a`lgebra
OD/pOD:
Proposicio´ 3.9. Sigui p un nombre primer.
(i) Si p - D, aleshores la Fp-a`lgebra OD/pOD te´ exactament p + 1 ideals no trivials per
l’esquerra, que venen donats per
M2(Fp)
 a 1
a 1
 , per a ∈ Fp, i M2(Fp)
 1 0
1 0
 .
(ii) Si p|D, aleshores la Fp-a`lgebra OD/pOD te´ exactament un ideal no trivial per l’esquerra,
que ve donat per
 0 b
0 0
 : b ∈ Fp2
 ⊆

 a b
0 ap
 : a, b ∈ Fp2
 ' OD/pOD.
La prova d’aquests enunciats e´s un exercici senzill en termes de matrius. Ara, l’observacio´
clau e´s que els ideals no trivials per l’esquerra de la Fp-a`lgebra OD/pOD estan en bijeccio´ amb els
OD-submo`duls propis no trivials de A[p], ja que A[p] e´s un mo`dul lliure de rang 1 sobre OD/pOD.
Aix´ı, la proposicio´ anterior es pot traduir en termes de mo`duls i submo`duls:
Corol·lari 3.10. Sigui p un nombre primer i (A, ι) una superf´ıcie abeliana amb QM.
(i) Si p - D, aleshores A[p] te´ exactament p+ 1 OD-submo`duls propis no trivials.
(ii) Si p|D, aleshores A[p] te´ exactament un OD-submo`dul propi no trivial.
Definicio´ 3.11. Per a un primer p dividint D, el subgrup cano`nic de torsio´ de (A, ι) en p e´s l’u´nic
OD-submo`dul propi no trivial de A[p], i es denota per Cp. El seu ordre e´s p2.
En general, per a qualsevol divisor d|D existeix un u´nic OD-submo`dul propi no trivial Cd de
A[d], que te´ ordre d2. E´s l’anomenat subgrup cano`nic de torsio´ de (A, ι) d’ordre redu¨ıt d.
Proposicio´ 3.12. Si la superf´ıcie abeliana amb QM (A, ι) esta` definida sobre k i Cd e´s el seu
subgrup cano`nic de torsio´ d’ordre redu¨ıt d, on d e´s qualsevol divisor de D, aleshores Cd e´s racional
sobre k.
Demostracio´. Me´s en general, si ϕ ∈ AutO(A[d]) aleshores ϕ(Cd) ⊆ A[d] e´s unOD-submo`dul
propi no trivial d’ordre d2. Per la unicitat, ha de ser ϕ(Cd) = Cd. En particular, aixo` e´s cert per
a qualsevol ϕ ∈ Im(Gal (k¯/k)→ AutO(A[d])), d’on se segueix l’enunciat. 
Remarca 3.13. Per a un primer p dividint D i una superf´ıcie abeliana amb QM (A, ι), la cons-
truccio´ del subgrup cano`nic de torsio´ Cp ⊆ A[p] es pot realitzar des d’una altra perspectiva, tal
i com es fa a [Sko05]. Per [Vig80, p. 86], existeix un u´nic ideal bilateral I(p) ⊆ OD de norma
redu¨ıda p, que consisteix exactament en els elements de OD de norma redu¨ıda divisible per p.
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Aleshores podem considerar el nucli de l’accio´ de I(p) en A via ι:
A[I(p)] = ker(I(p) : A→ A) =
⋂
β∈I(p)
ker(β : A→ A) = {x ∈ A : β · x = 0 ∀β ∈ I(p)},
que e´s un OD-submo`dul de A[p] cano`nicament isomorf a O/I(p) ' Fp2 . Per tant, per la unicitat
de Cp e´s te´ que Cp = A[I(p)].
Passem ara a definir els cara`cters d’isoge`nia, per als quals necessitem l’accio´ de Galois en els
subgrups de torsio´ A[p]. D’ara en endavant, fixem el primer p dividint D.
La primera observacio´ e´s que es poden considerar diferents estructures en el subgrup A[p] de
p-torsio´ a l’hora de treballar amb l’accio´ de Galois. En primer lloc, A[p] e´s un O/pO-mo`dul lliure
de rang 1. D’altra banda, a partir de la descripcio´
O/pO '

 a b
0 ap
 : a, b ∈ Fp2
 ⊆ M2(Fp2)
podem definir un monomorfisme de Fp-a`lgebres
i : Fp2 −→ O/pO
a 7−→
 a 0
0 ap

que do´na a A[p] una estructura de Fp2 -espai vectorial. Per u´ltim, noti’s que A[p] tambe´ te´ una
estructura natural de Fp-espai vectorial. Aleshores, les inclusions
Fp ↪→ Fp2 i↪→ O/pO
condueixen a inclusions naturals
AutO(A[p]) ↪→ AutFp2 (A[p]) ↪→ AutFp(A[p]).
Ara, com que l’accio´ de Gal (k¯/k) en A[p] commuta amb l’accio´ de O/pO, resulta que commuta
tambe´ amb l’accio´ de Fp2 , de manera que tenim el segu¨ent diagrama commutatiu:
AutFp(A[p]) ' GL4(Fp)
Gal (k¯/k)
T
44iiiiiiiiiiiiiiiiiii T˜ //
τ
**UUU
UUUU
UUUU
UUUU
UUUU
U
AutFp2 (A[p]) ' GL2(Fp2)
OO
AutOD (A[p]) ' (OD/pOD)×
OO
Els dos primers isomorfismes se segueixen del fet que A[p] e´s un espai vectorial sobre Fp (resp. Fp2)
de dimensio´ 4 (resp. 2). D’altra banda, l’isomorfisme AutO(A[p]) ' (O/pO)× es pot construir
fa`cilment. De fet, com que A[p] e´s lliure de rang 1 sobre O/pO, podem escollir x ∈ A[p] tal que
A[p] = O/pO · x. Llavors, per a tot f ∈ AutO(A[p]) existeix un mf ∈ (O/pO)× (un´ıvocament
determinat) tal que f(x) = mfx, i llavors l’assignacio´ f 7→ mf estableix l’isomorfisme desitjat.
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Sigui ara σ ∈ Gal (k¯/k), i suposem que
τ(σ) =
 a b
0 ap
 ∈ (O/pO)×.
Aleshores, tenim
τ(σ)
 u v
0 up
 · x
 =
 u v
0 up
 ·
 a b
0 ap
x per a tot
 u v
0 up
 ∈ O/pO.
Per tal de descriure la representacio´ T˜ , observem primer que podem escollir com a Fp2-base per a
A[p] el parell x,
 0 1
0 0
x
 .
Llavors, podem escriure
τ(σ)x =
 a b
0 ap
x = i(a)x+ i(b)
 0 1
0 0
x,
τ(σ)
 0 1
0 0
x =
 0 1
0 0
 a b
0 ap
x = i(ap)
 0 1
0 0
x.
D’aqu´ı se segueix que, en la base escollida, la representacio´ T˜ e´s de la forma (α(A,ι),p)p 0
∗ α(A,ι),p

per algun cara`cter α(A,ι),p : Gal (k¯/k)−→F×p2 . Finalment, observem que aquest cara`cter α(A,ι),p
ens do´na l’accio´ del grup de Galois Gal (k¯/k) en
OD
 0 1
0 0
x,
que e´s un OD-submo`dul propi no trivial de A[p], i per tant coincideix amb el subgrup cano`nic de
torsio´ Cp associat al primer p, que e´s racional sobre k.
Definicio´ 3.14. El cara`cter α(A,ι),p : Gal (k¯/k)−→F×p2 ' AutO(Cp) e´s el cara`cter d’isoge`nia en p
associat a la superf´ıcie abeliana amb QM (A, ι).
Pel que fa a la representacio´ T , la discussio´ anterior mostra que el polinomi caracter´ıstic de
T (σ) ∈ AutFp(A[p]), per a qualsevol σ ∈ Gal (k¯/k), ve donat per
[(X − α(A,ι),p(σ))(X − (α(A,ι),p(σ))p)]2.
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3. Recobridor de Shimura de XD associat a un factor primer p de D
Com abans, sigui BD una a`lgebra de quaternions racional i indefinida de discriminant redu¨ıt
D > 1, i considerem la corba de Shimura XD associada a la tria d’una tripleta (BD,OD, %). Tan-
mateix, en aquesta seccio´ ens interessara` considerar XD com a superf´ıcie de Riemann. Recordem
que pel fet que D > 1, XD e´s compacta.
El primer objectiu d’aquesta seccio´ e´s descriure breument la construccio´ de l’anomenat reco-
bridor de Shimura de XD associat a un primer p dividint D, que sera` un recobridor e´tale c´ıclic de
XD. En general, per a una superf´ıcie de Riemann X, els recobridors e´tale c´ıclics de X d’ordre n
estan en bijeccio´ amb els subgrups c´ıclics d’ordre n de H1(X,Q/Z) = Hom(pi1(X),Q/Z) (cohomo-
logia singular), on pi1(X) denota el grup fonamental de X. El lector interessat pot trobar detalls
d’aquest fet a [Jor81, Chapter 5, §1].
Suposem ara que p e´s un factor primer de D, sigui Lp l’u´nica extensio´ quadra`tica no ramificada
de Qp, i denotem per σ l’automorfisme no trivial en Gal (Lp/Qp). Llavors, fixem un isomorfisme
ψ : OD ⊗ Zp '−→

 x y
pσy σx
 : x, y ∈ RLp
 ⊆ M2(RLp),
on RLp e´s l’anell d’enters de Lp, i posem PO1D := O1D/{±1}, on O1D e´s el subgrup d’unitats de
norma 1 en O×D.
Definicio´ 3.15. El cara`cter Nebentypus de OD en p e´s el cara`cter
ε′p : OD ⊗ Zp−→Fp2
definit usant l’isomorfisme ψ per la condicio´
ε′p(γ) = x mod p ∈ Fp2 si ψ(γ) =
 x y
pσy σx
 amb x, y ∈ RLp .
El cara`cter Nebentypus de PO1D en p e´s llavors el cara`cter
εp : (O ⊗ Zp)×/{±1}−→F×p2/{±1}
indu¨ıt per ε′p.
Notem que podem considerar el cara`cter εp tambe´ com a cara`cter PO1D → F×p2/{±1}.
Remarca 3.16. El cara`cter Nebentypus ε′p de OD en p depe`n de l’eleccio´ de l’isomorfisme ψ, pero`
el parell {εp, εpp} no depe`n de ψ.
Sigui ara E ⊆ PO1D el subgrup generat pels elements el·l´ıptics (per a l’accio´ de PO1D en H), i
denotem per pip : F×p2 → F×p2/{±1} la projeccio´ natural. Com que tot subgrup del grup multiplicatiu
F×p2 ' Z/(p2 − 1)Z e´s c´ıclic, pi−1p (εp(E)) ⊆ F×p2 ha de ser c´ıclic. El segu¨ent resultat ens diu que
el seu ordre depe`n nome´s de l’aritme`tica de BD. Concretament, depe`n de si els cossos quadra`tics
imaginaris Q(
√−1) i Q(√−3) escindeixen BD o no.
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Proposicio´ 3.17. Amb les notacions anteriors,
pi−1p (εp(E)) =

µ12 si Q(
√−1) i Q(√−3) escindeixen BD,
µ6 si Q(
√−3) escindeix BD pero` Q(
√−1) no,
µ4 si Q(
√−1) escindeix BD pero` Q(
√−3) no,
µ2 si ni Q(
√−1) ni Q(√−3) escindeixen BD,
on hem posat µr = µr(F×p2) = {ζ ∈ F×p2 : ζr = 1}.
Demostracio´. L’enunciat se segueix de l’observacio´ que la trac¸a redu¨ıda d’un element el·l´ıptic
e´s -1, 0 o 1, d’acord a la caracteritzacio´ esta`ndard dels elements el·l´ıptics de PSL2(R) (vegeu [Jor81,
Proposition 5.1.3]). 
Si per a un cos quadra`tic K posem
(
BD
K
)
=
1 si K escindeix BD,0 si K no escindeix BD,
aleshores e´s immediat comprovar que l’ordre e(p,D) = |pi−1p (εp(E))| de pi−1p (εp(E)) ve donat per la
segu¨ent expressio´:
e(p,D) =

2
(
1 + 2
(
BD
Q(
√−3)
))(
1 +
(
BD
Q(
√−1)
))
si p > 3,
2
(
1 +
(
BD
Q(
√−1)
))
si p = 3,
1 + 2
(
BD
Q(
√−3)
)
si p = 2.
Notem que per a p 6= 2 l’enter e(p,D) e´s sempre parell. I com que per a p = 2 el subgrup
{±1} ⊆ F×p2 esdeve´ simplement el subgrup trivial {1}, podem considerar la projeccio´ natural
F×p2/{±1} → F×p2/µe(p,D) ' Z/n(p,D)Z, on n(p,D) = (p2 − 1)/e(p,D). Finalment, la composicio´
del cara`cter Nebentypus de PO1D en p amb aquesta projeccio´ ens porta a la segu¨ent definicio´:
Definicio´ 3.18. El cara`cter Nebentypus redu¨ıt de PO1D en p, que denotarem per ε˜p, es defineix
com el cara`cter que fa commutatiu el segu¨ent diagrama:
PO1D
εp
//
ε˜p %%JJ
JJJ
JJJ
JJ
F×p2/{±1}

Z/n(p,D)Z
Ara, observem que per la Proposicio´ 3.17, tots els elements en εp(E) ⊆ F×p2/{±1} provenen de
µe(p,D) ⊆ F×p2 , de manera que el cara`cter Nebentypus redu¨ıt ε˜p de PO1D en p e´s trivial en E i el
podem considerar com a cara`cter en PO1D/E .
Per u´ltim, necessitem un lema te`cnic per arribar a obtenir el recobridor desitjat, la prova del
qual es deixa per al lector interessat:
Lema 3.19. PO1D/E e´s un quocient de pi1(XD).
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Per tant, podem considerar el cara`cter Nebentypus redu¨ıt com
ε˜p : pi1(X)−→Z/n(p,D)Z,
e´s a dir, com a un element de H1(pi1(XD),Z/n(p,D)Z) d’ordre n(p,D). Aleshores, per la bijeccio´
esmentada al principi de la seccio´, a ε˜p li correspon un recobridor c´ıclic e´tale
ZD,p−→XD
d’ordre n(p,D) de la corba de Shimura XD.
Definicio´ 3.20. El recobridor ZD,p−→XD d’ordre n(p,D) e´s el recobridor de Shimura en p de la
corba de Shimura XD.
El recobridor de Shimura ZD,p → XD en p admet una interpretacio´ modular, que mostra la seva
estreta relacio´ amb els subgrups cano`nics de torsio´ en p de les superf´ıcies abelianes parametritzades
per XD. Considerem el cara`cter Nebentypus εp : PO1D → F×p2 , i denotem el seu nucli per ΓD(p) ⊆
PO1D. Aleshores, XD,p := ΓD(p) \ H e´s un recobridor c´ıclic de Galois de XD (cf. [Sij10, p. 91])
amb grup d’automorfismes Aut(XD,p/XD) ' F×p2/{±1} ' Z/p
2−1
2 Z.
Aquest subgrup ΓD(p) esta` estretament relacionat amb l’ideal bilateral I(p). De fet, si Γ
′
D(p) ⊆
O1D e´s l’antiimatge de ΓD(p) per la projeccio´ natural O1D → PO1D, aleshores Γ′D(p) consisteix en
els elements de O1D que so´n congruents amb 1 mo`dul I(p).
En termes de mo`duli per a superf´ıcies abelianes amb QM, recordem que XD parametritza
parells (A, ι : OD ↪→ End(A)), i que cadascuna d’aquestes superf´ıcies abelianes te´ associat un
subgrup cano`nic de torsio´ Cp en p. Aleshores, el recobridor de Galois XD,p e´s solucio´ del problema
de mo`duli sobre Q de classificar les classes d’isomorfisme de tripletes (A, ι, xp), on (A, ι) e´s una
superf´ıcie abeliana amb QM parametritzada per XD i xp ∈ Cp e´s un generador del subgrup cano`nic
de torsio´ Cp de (A, ι) com a OD-mo`dul. Aqu´ı, un isomorfisme de tripletes (A, ι, xp) '→ (A′, ι′, x′p) e´s
un isomorfisme (A, ι)
'→ (A′, ι′) que envia xp a x′p. Llavors, el recobridor de Shimura ZD,p → XD
en p e´s el subrecobridor e´tale maximal de XD de XD,p → XD (vegeu [Jor81, p. 110]).
4. L’aportacio´ de Skorobogatov
Recentment ([Sko05]), Skorobogatov va adonar-se que aplicant te`cniques de descens a un
subrecobridor adequat del recobridor de Shimura ZD,p → XD associat a un factor primer p de D,
el Teorema 3.5 de Jordan podia ser interpretat en termes de descens. De fet, va concloure que si
K e´s un cos quadra`tic imaginari, aleshores sota les mateixes hipo`tesis que en el Teorema 3.5, no
solament XD(K) e´s buit, sino´ que de fet el conjunt de Brauer XD(AK)Br e´s buit. En particular,
els contraexemples al principi de Hasse que sorgeixen del resultat de Jordan (i.e. aquells en els
quals es te´ XD(AK) 6= ∅) queden explicats per l’obstruccio´ de Brauer-Manin.
Com ja hem explicat, el treball de Jordan en l’estudi de punts globals sobre cossos quadra`tics
imaginaris en corbes de Shimura es basa fortament en la interpretacio´ modular, i explota les
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propietats dels subgrups cano`nics de torsio´ de les superf´ıcies abelianes amb QM i els seus cara`cters
d’isoge`nia.
La idea principal d’Skorobogatov passa per considerar el recobridor de Shimura ZD,p → XD
associat a un factor primer p de D vist en la seccio´ anterior, aix´ı com la seva interpretacio´ modular
indu¨ıda per la interpretacio´ del recobridor de Galois XD,p → XD. Recordem que Aut(XD,p/XD) '
F×p2/{±1} ' Z/p
2−1
2 Z, i que Aut(ZD,p/XD) ' Z/ p
2−1
e(p,D) , on e(p,D) e´s un enter que depe`n de
l’aritme`tica de BD. De fet, els u´nics valors possibles de e(p,D) so´n 1, 2, 3, 4, 6, 12. Aix´ı, com que
per a p ≥ 5 tenim que 12 divideix p2 − 1 = (p + 1)(p − 1), podem definir YD,p com el quocient
de XD,p per l’accio´ del grup Z/6Z, vist com a subgrup de Aut(XD,p/XD) ' Z/p
2−1
2 Z. De fet,
definint YD,p d’aquesta manera, tenim que YD,p e´s sempre un subrecobridor de ZD,p → XD, i per
tant e´s e´tale. En resum, tenim una torre de recobridors
XD,p → ZD,p → YD,p → XD.
En termes de descens (vegeu [Sko05, Corollary 1.2]):
Corol·lari 3.21. Per a p ≥ 5, YD,p e´s un XD-torsor per al grup F×12p2 ' Z/p
2−1
12 Z.
Sigui k un cos de caracter´ıstica zero, fixem k¯ una clausura algebraica de k i sigui Q ∈ XD(k)
un punt k-racional de XD. Per especialitzacio´ del torsor fp : YD,p → XD en Q tenim associat al
punt Q un cara`cter φQ : Gal (k¯/k) → F×12p2 mitjanc¸ant el qual el grup de Galois Gal (k¯/k) actua
en la fibra de YD,p → XD en Q.
La traduccio´ del punt de vista modular del treball de Jordan al llenguatge del descens es llegeix
en aquests cara`cters de Galois. Recordem que si (A, ι) e´s una superf´ıcie abeliana amb QM definida
sobre k, ja hem vist que l’eleccio´ d’un isomorfisme de Cp = OD/I(p) amb Fp2 defineix un cara`cter
α(A,ι),p : Gal (k¯/k) → F×p2 provinent de l’accio´ de Galois en el subgrup cano`nic de torsio´ Cp, e´s
a dir, el cara`cter d’isoge`nia. La relacio´ entre els cara`cters d’isoge`nia i els cara`cters obtinguts per
especialitzacio´ del torsor fp : YD,p → XD e´s la segu¨ent:
Lema 3.22. Sigui k un cos de caracter´ıstica zero que escindeix BD, i sigui Q ∈ XD(k). Si (A, ι) e´s
una superf´ıcie abeliana amb QM definida sobre k i parametritzada per Q, aleshores α12(A,ι),p = φQ.
Demostracio´. Vegeu [Sko05, Lemma 2.1]. 
Suposem ara que K e´s un cos quadra`tic imaginari. Usant el llenguatge i les eines de la teoria
del descens, Skorobogatov porta alguns dels resultats de Jordan en [Jor86] un pas me´s enlla`, en
el sentit que amb les mateixes hipo`tesis que usa Jordan en els seus resultats, aconsegueix provar
que no tan sols XD(K) e´s buit, sino´ que de fet XD(AK)Br = ∅. Aquesta difere`ncia implica, com
ja hem dit, que els contraexemples al principi de Hasse que sorgeixen del treball de Jordan queden
explicats per l’obstruccio´ de Brauer-Manin.
Aix´ı doncs, per exemple, adaptant el Teorema 6.1 de [Jor86] Skorobogatov prova el segu¨ent:
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Teorema 3.23 (Skorobogatov). Sigui BD una a`lgebra de quaternions racional i indefinida, ra-
mificada en un primer p ≥ 11, p ≡ 3 mod 4, i sigui XD la corba de Shimura definida per BD.
Suposem que BD e´s escindida per un cos quadra`tic imaginari K en el qual p e´s inert, i sigui p
l’u´nic primer de K sobre p. Suposem tambe´ que no existeix cap homomorfisme exhaustiu del grup
de classes generalitzat de K respecte al mo`dul p en el producte del grup de classes ClK de K amb
Z/p
2−1
12 Z. Aleshores XD(AK)
Br = ∅.
L’argument principal darrera de les demostracions en [Sko05] que s’afegeix a les idees de
Jordan es pot descriure com segueix. Suposem que K e´s un cos de nombres i que Q ∈ XD(K) e´s
un punt K-racional en la corba de Shimura XD. El torsor fp : YD,p → XD per al grup G = F×12p2
e´s un torsor per a un grup de tipus multiplicatiu. L’aplicacio´ d’avaluacio´ indu¨ıda per aquest
torsor associa al punt Q la classe φQ ∈ H1(K,G) del K-torsor per G corresponent a la seva fibra.
Ana`logament, donada una successio´ de punts Kv-racionals {Qv}v en XD (on v recorre les places
de K), obtenim de la mateixa manera elements φQv ∈ H1(Kv, G). Els cara`cters φQv so´n de fet
cara`cters de Gal (K¯v/Kv) en G. Aleshores, es considera el segu¨ent diagrama commutatiu donat
pel torsor fp:
XD(K) ↪→ XD(AK)
↓ ↓
H1(K,G) −→ ∏v H1(Kv, G)
En altres paraules, si existeix un punt racional global Q ∈ XD(K), aleshores la famı´lia de
cara`cters locals {φQv}v ∈
∏
v H
1(Kv, G) determinada per Q consisteix en les restriccions d’un
cara`cter global en H1(K,G) a cadascun dels subgrups Gal (K¯v/Kv) ⊆ Gal (K¯/K).
Aix´ı, per tal de provar que hi ha una obstruccio´ de Brauer-Manin a l’existe`ncia de punts
racionals en XD, l’argument clau es redueix al segu¨ent: cal provar que no existeix cap famı´lia de
cara`cters locals {φQv}v definida per una successio´ de punts locals Qv ∈ XD(Kv) que prove´ de
la restriccio´ d’un cara`cter global de Gal (K¯/K). Si s’aconsegueix provar aquest fet, aleshores el
subconjunt de descens XD(AK)fp ⊆ XD(AK) associat al torsor fp e´s buit. Finalment, aplicant
el teorema principal de la teoria del descens de Colliot-The´le`ne i Sansuc (vegeu [Sko01, Theorem
6.1.2]) se segueix que de fet XD(AK)Br = ∅.
Exemple 3.24. Un dels exemples tractats per Skorobogatov en [Sko05] e´s el de la corba de
Shimura X23·107 definida per l’a`lgebra de quaternions B23·107 de discriminant 23 · 107, considerada
tambe´ en [RSY05]. La corba X23·107 te´ ge`nere 193, i ca`lculs basats en els resultats en [JL85]
mostren que X23·107 te´ punts racionals sobre totes les complecions de Q(
√−23), pero` resulta que
X23·107(Q(
√−23)) = ∅, de manera que X23·107 e´s un contraexemple al principi de Hasse sobre
Q(
√−23).
Per tal d’aplicar el Teorema anterior per a p = 107, es te´ que
Cl
(107)
Q(
√−23) ' Z/4Z× Z/81Z× Z/53Z
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i ClQ(
√−23) ' Z/3Z, de manera que
Z/
1072 − 1
12
Z× ClQ(√−23) ' Z/2Z× Z/9Z× Z/53Z× Z/3Z.
Aleshores, e´s senzill comprovar que les hipo`tesis del teorema se satisfan, de manera que el conjunt
de Brauer X23·107(AQ(√−23))Br e´s buit i aquest contraexemple al principi de Hasse queda explicat
per l’obstruccio´ de Brauer-Manin.
L’altre resultat principal presentat en [Sko05] (vegeu [Sko05, Theorem 3.1]) porta el Teorema
3.5 un pas me´s enlla`, en la mateixa direccio´ que l’anterior resultat. Amb les notacions pre`vies al
Teorema 3.5:
Teorema 3.25 (Skorobogatov). Sigui q un nombre primer. Si K un cos quadra`tic imaginari en
el qual q ramifica i BD ∈ C(q) e´s escindida per K, aleshores XD(AK)Br = ∅.
Exemple 3.26. Com a aplicacio´ d’aquest teorema, Skorobogatov recupera l’exemple donat per
l’algebra B39 i el cos quadra`tic imaginari Q(
√−13) de l’Exemple 3.6. La corba de Shimura corres-
ponent X39 te´ punts localment arreu sobre Q(
√−13), i per a aquest cas particular es va comprovar
a [SS03] que X39(AQ(√−13))Br = ∅, pero` usant una equacio´ conjectural per a X39 deguda a Kuri-
hara. Aplicant el teorema anterior amb q = 2 s’obte´ aquest fet de manera incondicional.
Tanmateix, val la pena esmentar que la corba definida per l’equacio´ conjecturada per Kurihara
per a X39 e´s realment isomorfa a la corba de Shimura X39, gra`cies al treball de Molina en [Mol10].

CAP´ıTOL 4
Representacions de Galois sobre el cos de mo`duli
Com hem vist en l’exposicio´ dels treballs de Jordan i Skorobogatov, l’estudi dels punts K-
racionals d’una corba de Shimura XD, amb K un cos quadra`tic imaginari se simplifica notablement
sota la hipo`tesi que K escindeix l’a`lgebra de quaternions BD. Sense aquesta hipo`tesi, les superf´ıcies
abelianes parametritzades per punts en XD(K) poden no admetre un model racional sobre K.
Per superar aquesta dificultat, en aquest cap´ıtol proposem considerar certes representacions de
Gal (K¯/K) associades a punts K-racionals de XD, independentment de si les superf´ıcies abelianes
parametritzades per aquests punts admeten un model racional sobre K o no.
Cal remarcar que en aquest cap´ıtol ens emmarquem primer en un context forc¸a general, doncs
les idees s’hi apliquen sense gaire dificultat afegida. Tanmateix, al final del cap´ıtol particularit-
zarem per al cas que ens ocupa, el de les corbes de Shimura, i veurem algunes propietats de les
representacions que introdu¨ım, que ens permetran provar el Teorema 5.1.
1. Representacions de Galois associades a varietats abelianes
Sigui k un cos de caracter´ıstica zero, fixem una clausura algebraica k¯ de k, i sigui Gk =
Gal (k¯/k) el grup de Galois absolut de k. Per una extensio´ de cossos K/k entendrem sempre un
subco´s K de k¯ contenint k.
Sigui A una varietat abeliana polaritzada de dimensio´ g definida sobre un cos K/k. Si no e´s
rellevant, no farem expl´ıcita la polaritzacio´ de A. Sigui p un nombre primer, i considerem l’accio´
del grup de Galois GK = Gal (k¯/K) en A(k¯). Aquesta accio´ indueix al seu torn una accio´ de
GK = Gal (k¯/K) en el mo`dul de Tate p-a`dic Vp(A) = Tp(A) ⊗Zp Qp de A, que do´na lloc a la
representacio´ de Galois usual
%A = %A,p : GK −→ Aut(Vp(A)) ' GL2g(Qp).
Ometrem el primer p en la notacio´ quan aquest sigui clar pel context.
Ara sigui R una Z-a`lgebra finita i suposem que A admet un monomorfisme de Z-a`lgebres
i : R ↪→ End(A). Aqu´ı, com que A esta` definida sobre K, End(A) = EndK(A). Aleshores, definim
la Q-a`lgebra CR(A) com el commutador de R⊗Z Q en End0(A) := End(A)⊗Z Q via i, e´s a dir,
CR(A) := {ϕ ∈ End0(A) : ϕ ◦ i(r) = i(r) ◦ ϕ per a tot r ∈ R}.
Similarment, com que els elements de R tambe´ actuen com endomorfismes en Tp(A), definim
la Zp-a`lgebra CR(Tp(A)) com el commutador de R⊗Z Zp en End(Tp(A)), e´s a dir,
CR(Tp(A)) := {ϕ ∈ End(Tp(A)) : ϕ ◦ i(r) = i(r) ◦ ϕ per a tot r ∈ R}.
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Observem que CR(A)⊗Q Qp e´s una Qp-suba`lgebra de CR(Tp(A))⊗Zp Qp. Aleshores, definim
Gp := CR(Tp(A))
× i G¯p := (CR(Tp(A))/pCR(Tp(A)))×,
els grups d’elements invertibles en CR(Tp(A)) i CR(Tp(A))/pCR(Tp(A)), respectivament.
Ara, com que l’accio´ de GK en el mo`dul de Tate Tp(A) de A commuta amb l’accio´ de R via
i : R ↪→ End(A), tenim associada al parell (A, i) una representacio´ de Galois
%(A,i) = %(A,i),p : GK −→ Gp.
La reduccio´ de %(A,i) mo`dul p es correspon a la representacio´ de Galois donada per l’accio´ de
GK en el subgrup de p-torsio´ A[p] = Tp(A)/pTp(A) de A, que denotem per
%¯(A,i) = %¯(A,i),p : GK −→ G¯p.
2. Representacions de Galois associades a punts en varietats de Shimura
Siguin k i k¯ com abans, i sigui R una Z-a`lgebra finita. Sigui X una varietat de Shimura para-
metritzant classes d’isomorfisme de certs parells (A, i), on A e´s una varietat abeliana polaritzada i
i : R ↪→ End(A) e´s un monomorfisme de Z-a`lgebres, de manera que un punt P ∈ X(k¯) es correspon
a la classe de k¯-isomorfisme
P = [(A, i)] = {(A′, i′)/k¯ : existeix un isomorfisme de parells (A′, i′) ' (A, i)}
d’una varietat abeliana polaritzada (A, i)/k¯ amb multiplicacio´ per R.
Definicio´ 4.1. Diem que el parell (A, i)/k¯ admet un model racional sobre un cos K/k si existeix
un parell (A′, i′) definit sobre K i un isomorfisme de parells (A′ × k¯, i′ × k¯) ' (A, i). En tal
cas, es diu que K e´s un cos de definicio´ de (A, i). D’altra banda, el cos de mo`duli kP = k(A,i)
de (A, i) e´s la mı´nima extensio´ de cossos k′/k tal que per a tot s ∈ Gk′ existeix un isomorfisme
fs :
s(A, i)→ (A, i).
Clarament, el cos de mo`duli de (A, i) e´s u´nic, i esta` contingut en tot cos de definicio´ de (A, i).
Aleshores, per a qualsevol extensio´ de cossos K/k, el conjunt X(K) de punts K-racionals de X e´s
X(K) = {P ∈ X(k¯) : kP ⊆ K}.
En particular, notem que si (A, i) admet un model racional sobre K aleshores P = [(A, i)]
pertany a X(K). Tanmateix, el rec´ıproc e´s fals en general.
Sigui ara P = [(A, i)], i suposem sense pe`rdua de generalitat que kP = k (si kP ) k, substitu¨ım
k per kP ). Al llarg de la seccio´, farem la segu¨ent hipo`tesi:
Hipo`tesi 4.2. CR(A) e´s un cos, i les u´niques arrels de la unitat que conte´ so´n ±1.
En el que segueix, denotarem per Aut(A, i) el grup d’automorfismes del parell (A, i), on recor-
dem que A e´s una varietat abeliana polaritzada.
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Lema 4.3. Si se satisfa` la Hipo`tesi 4.2, Aut(A, i) = {±1}.
Demostracio´. A partir de les definicions, CR(A) = End
0(A, i), de manera que Aut(A, i)
esta` contingut en el grup multiplicatiu CR(A)
× d’elements invertibles en CR(A). Pero`, com que
el grup d’automorfismes d’una varietat abeliana polaritzada e´s finit (vegeu [Mil86, Proposition
17.5]), se segueix que els elements de Aut(A, i) so´n arrels de la unitat en CR(A). Sota la Hipo`tesi
4.2, dedu¨ım que Aut(A, i) = {±1}. 
De la definicio´ de cos de mo`duli, podem associar al punt P un 2-cocicle cP : Gk ×Gk → {±1}
com segueix: escollim una col·leccio´ d’isomorfismes f = {fs : s(A, i))→ (A, i)}s∈Gk i definim
cP (s, t) = fs · sft · f−1st ∈ Aut(A, i) = {±1}, per a tot s, t ∈ Gk.
Lema 4.4. La classe de cohomologia [cP ] ∈ H2(Gk, {±1}) definida pel 2-cocicle cP no depe`n de
l’eleccio´ de f .
Demostracio´. Suposem que f = {fs : s(A, i)→ (A, i)}s∈Gk i f ′ = {f ′s : s(A, i)→ (A, i)}s∈Gk
so´n dues col·leccions diferents d’isomorfismes, i siguin cP i c′P els respectius cocicles definits com
abans. Llavors, per a cada s ∈ Gk, λs := f ′s · f−1s e´s un automorfisme de (A, i), d’on λs = ±1, i
podem escriure f ′s = λs · fs. Aleshores:
c′P (s, t) = (λs · fs) · s(λt · ft) · (λst · fst)−1 = λs · λt · λ−1st cP (s, t),
de manera que cP i c
′
P difereixen per una covora, i per tant defineixem la mateixa classe de
cohomologia en H2(Gk, {±1}). 
El segu¨ent lema e´s consequ¨e`ncia d’un resultat conegut degut a Weil (vegeu [Wei56, Theorem
3]):
Lema 4.5. Un cos K/k e´s un cos de definicio´ per a (A, i) si, i nome´s si, la restriccio´ cP,K de cP
a GK esdeve´ trivial en H
2(GK , {±1}).
Sigui Qk el conjunt de classes d’isomorfisme d’a`lgebres de quaternions sobre k, i sigui BP ∈ Qk
l’a`lgebra de quaternions sobre k corresponent a [cP ] ∈ H2(GK , {±1}) per l’isomorfisme cla`ssic
H2(GK , {±1}) ' Qk donat per la teoria de cossos de classes. En termes de BP , el lema anterior
ens diu que un cos K e´s un cos de definicio´ per a (A, i) si, i nome´s si, BP ⊗k K ' M2(K). E´s a
dir, si i nome´s si K escindeix BP .
Corol·lari 4.6. Existeixen infinites extensions quadra`tiques K/k que so´n un cos de definicio´ per
a (A, i). Concretament, aquelles que escindeixen BP .
En general, e´s dif´ıcil calcular la classe del cocicle cP i l’a`lgebra de quaternions BP . Tanmateix,
aixo` ha estat possible en alguns casos: vegeu el Teorema 4.9.
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Finalment, estem en condicions de construir representacions de Gk associades al punt P ∈
X(k). Primer, escollim una col·leccio´ arbitra`ria d’isomorfismes f = {fs : s(A, i)) → (A, i)}s∈Gk i
definim
%P = %P,p : Gk −→ Gp/{±1}
mitjanc¸ant la regla
(4) x ∈ Tp(A) 7−→ %P (s)(x) := fs(sx), s ∈ Gk.
Similarment, definim
%¯P = %¯P,p : Gk −→ G¯p/{±1}.
Degut al segu¨ent resultat, el paper de f e´s irrellevant:
Lema 4.7. %P e´s un homomorfisme de grups independent de l’eleccio´ de f .
Demostracio´. Observem primer que per a s, t ∈ Gk i x ∈ Tp(A) tenim
%P (st)(x) = fst(
stx) = cP (s, t)
−1(fs(sft(s(tx)))) = cP (s, t)−1(%P (s)(%P (t)(x))),
de manera que %P (st) = %P (s) ·%P (t), ja que cP (s, t) = ±1. En consequ¨e`ncia, %P : Gk → Gp/{±1}
e´s un homomorfisme de grups.
Ara siguin f = {fs : s(A, i) → (A, i)}s∈Gk i f ′ = {f ′s : s(A, i) → (A, i)}s∈Gk dues col·leccions
diferents d’isomorfismes. Com abans, definim l’aplicacio´ λ : Gk → Aut(A, i) = {±1} per s 7→
λs := f
′
s · f−1s . Llavors,
%P,f ′(s) : x 7−→ f ′s(sx),
λs · %P,f (s) : x 7−→ f ′s · f−1s · fs(sx) = f ′s(sx).
Aixo` prova que %P,f ′ = %P,f , ja que λ pren valors en {±1}. De fet, per a qualsevol col·leccio´
f com abans i qualsevol aplicacio´ λ : Gk → {±1}, f ′s := λs · fs defineix una segona col·leccio´ f ′
d’isomorfismes satisfent la relacio´ anterior. 
Remarca 4.8. En vistes del Lema 4.7, si (A, i) esta` definida sobre K/k, podem escollir fs = id
per a tot s ∈ GK ⊆ Gk. Aleshores, les restriccions de %P i %¯P a GK clarament coincideixen amb
la reduccio´ mo`dul ±1 de %(A,i) i %¯(A,i), respectivament.
2.1. El cas de les corbes de Shimura. Sigui ara BD una a`lgebra de quaternions racional
i indefinida, de discriminant redu¨ıt D > 1, fixem un ordre maximal OD en BD i considerem la
corba de Shimura XD associada.
Sigui k un cos de caracter´ıstica zero, i sigui P ∈ XD(k) un punt k-racional en XD. Per la
interpretacio´ de mo`duli de XD, P es correspon amb la classe d’isomorfisme d’un parell (A, ι)/k¯,
on A e´s una superf´ıcie abeliana i ι : OD ↪→ End(A) e´s un monomorfisme d’anells, i tal que el seu
cos de mo`duli e´s k. Per tant, existeix una col·leccio´ d’isomorfismes f = {fs : s(A, ι)→ (A, ι)}s∈Gk ,
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e´s a dir, per a cada s ∈ Gk, tenim un isomorfisme fs : sA → A de superf´ıcies abelianes tal que el
diagrama
(5) sA
fs //
sι(β)

A
ι(β)

sA
fs // A
commuta per a tot β ∈ OD. Aquest e´s el cas, per exemple, quan el parell (A, ι) admet un model
(Ak, ιk) racional sobre k.
L’obstruccio´ per a les superf´ıcies abelianes parametritzades per XD a admetre un model ra-
cional sobre el seu cos de mo`duli va ser estudiada per Jordan en [Jor86], com hem citat en el
Teorema 3.2. Amb el llenguatge que acabem d’introduir, podem reenunciar el resultat de Jordan
com segueix:
Teorema 4.9 (Jordan). Sigui k un cos de caracter´ıstica zero. Per a qualsevol punt P ∈ XD(k),
es te´ BP = BD ⊗ k.
Observem que la condicio´ perque` un parell (A, i) representant P ∈ XD(k) admeti un model
racional sobre k depe`n nome´s de l’aritme`tica de l’a`lgebra BD, i no del punt P .
Ens centrem ara en el cas d’un cos quadra`tic imaginari K/Q. Sigui v una plac¸a de K sobre
un primer racional `, i sigui Pv ∈ XD(Kv) un punt Kv-racional. Escollim una extensio´ quadra`tica
K ′/Q escindint BD, i denotem per v′ una plac¸a de K ′ sobre `. En particular, Lw := Kv · K ′v′
escindeix BD (denotem per w l’u´nica extensio´ de la valoracio´ `-a`dica en Q` a Kv ·K ′v′). Aleshores,
pel Teorema 4.9, existeix un parell (Av, ιv) definit sobre Lw tal que Pv = [(Av, ιv)].
D’altra banda, fixem un primer p dividint D. Com abans, tenim associada al parell (Av, ιv)
una representacio´ de Galois
%(Av,ιv) = %(Av,ιv),p : GLw −→ AutOD (Tp(Av)) ' (OD⊗ZZp)× ⊆ AutBD (Tp(Av)) ' (BD⊗QQp)×,
indu¨ıda per l’accio´ del grup de Galois GLw en el mo`dul de Tate p-a`dic Vp(Av) = Tp(Av) ⊗Zp Qp
de Av, on l’isomorfisme AutOD (Tp(Av)) ' (OD ⊗Z Zp)× se segueix de [Oht64]. Notem que en la
notacio´ anterior, AutOD (Tp(Av)) = COD (Tp(Av))
×. La reduccio´ mo`dul p d’aquesta representacio´
e´s doncs la representacio´
%¯(Av,ιv) = %¯(Av,ιv),p : GLw −→ AutOD (Av[p]) ' (OD/pOD)× ⊆ AutFp2 (Av[p]) ' GL2(Fp2)
que sorgeix de l’accio´ de Galois en el subgrup de p-torsio´ Av[p].
Finalment, considerem el subgrup cano`nic de torsio´ Cp ⊆ Av[p] de Av en el primer p, considerat
com a OD-mo`dul, que fou introdu¨ıt a [Jor81]. Recordem que Cp = Av[I(p)] ' OD/I(p) ' Fp2 , on
I(p) e´s l’u´nic OD-ideal bilateral de norma redu¨ıda p ([Vig80, p. 86]). En particular, AutOD (Cp) '
F×p2 , i per la unicitat Cp e´s racional sobre Lw. Per tant, podem associar al parell (Av, ιv) la
56 4. REPRESENTACIONS DE GALOIS SOBRE EL COS DE MO`DULI
representacio´ de Galois indu¨ıda per l’accio´ de GLw en Cp, que denotem per
α(Av,ιv) = α(Av,ιv),p : GLw −→ AutOD (Cp) ' F×p2 .
Aquest e´s l’anomenat cara`cter (cano`nic) d’isoge`nia en p. Noti’s que podem considerar α(Av,ιv)
com a cara`cter en GabLw = Gal (L
ab
w /Lw), on L
ab
w e´s la clausura abeliana de Lw en L¯w. Aquest
cara`cter esta` estretament relacionat amb la representacio´ de Galois %(Av,ιv). De fet, tal i com ja
hem vist al cap´ıtol anterior:
Proposicio´ 4.10. Amb les notacions anteriors:
(a) Existeix una Fp2-base de Av[p] respecte a la qual
%¯(Av,ιv) =
 (α(Av,ιv))p 0
∗ α(Av,ιv)
 .
I per a qualsevol σ ∈ GLw , el polinomi caracter´ıstic de %(Av,ιv)(σ) ∈ AutFp(Av[p]) ve
donat per
[(T − α(Av,ιv)(σ))(T − α(Av,ιv)(σ)p)]2.
(b) Si p 6= `, aleshores %12(Av,ιv) e´s no ramificada. En particular, α12(Av,ιv) e´s no ramificat.
Demostracio´. L’afirmacio´ en (a) e´s [Jor81, Proposition 4.3.10], i (b) se segueix de [Jor86,
§3]. 
A me´s, com en [Jor86, Proposition 4.6], tenim el segu¨ent:
Lema 4.11. Sigui χ¯p : GKv → Aut(µp) ' F×p la reduccio´ mo`dul p del cara`cter p-cicloto`mic.
Aleshores, NFp2/Fp ◦ α(Av,ιv) = χ¯p|GLw .
De cara a poder treballar amb representacions de Galois associades al punt Pv, el segu¨ent lema
e´s essencial:
Lema 4.12. Si Av no te´ multiplicacio´ complexa per Q(
√−1) ni per Q(√−3), aleshores se satisfa`
la Hipo`tesi 4.2 per al parell (Av, ιv).
Demostracio´. Suposem primer que Av no te´ multiplicacio´ complexa per cap cos quadra`tic
imaginari. Llavors, ιv : OD '→ End(Av) e´s un isomorfisme, i el commutador COD (Av) deOD⊗ZQ '
BD en End
0(Av) ' BD e´s Q, ja que BD e´s central. Per tant, en aquest cas se satisfa` clarament la
Hipo`tesi 4.2.
D’altra banda, suposem que Av te´ multiplicacio´ complexa per un cos quadra`tic imaginari M/Q,
de manera que End0(Av) ' M2(M). Aleshores, el commutador COD (Av) de OD ⊗Z Q ' BD en
End0(Av) ' M2(M) conte´ clarament M , i per dimensions ha de ser exactament M (vegeu [Pie82,
Theorem 12.7]). Com que els u´nics cossos quadra`tics imaginaris amb arrels de la unitat no trivials
so´n Q(
√−1) i Q(√−3), se segueix que si M 6= Q(√−1),Q(√−3) se satsifa` la Hipo`tesi 4.2, i el
lema queda provat. 
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D’ara en endavant, suposarem que Av no te´ multiplicacio´ complexa per Q(
√−1) ni per
Q(
√−3). Per tant, associades al punt Pv ∈ XD(Kv) parametritzant el parell (Av, ιv) tenim
representacions de Galois
%Pv : GKv −→AutOD (Tp(Av))/{±1} ⊆ GL4(Zp)/{±1}
i
%¯Pv : GKv −→AutOD (Av[p])/{±1} ⊆ GL2(Fp2)/{±1}
que estenen l’accio´ de Galois en Tp(Av) i Av[p], respectivament. Pel mateix me`tode, podem associar
tambe´ a Pv una representacio´ de Galois
αPv : GKv −→ AutOD (Cp)/{±1} ' F×p2/{±1}
a partir de l’accio´ de Galois en el subgrup cano`nic de torsio´ Cp. Per la Remarca 4.8, les restriccions
d’aquestes representacions aGLv ⊆ GKv coincideixen amb la reduccio´ mo`dul±1 de %(Av,ιv), %¯(Av,ιv)
i α(Av,ιv), respectivament.
Tenint en compte aixo`, de la Proposicio´ 4.10, se segueix de manera immedata el segu¨ent:
Corol·lari 4.13. Si p 6= `, α12Pv e´s no ramificat.
Escriurem %˜Pv : GKv → AutOD (Tp(Av)) i α˜Pv : GKv → F×p2 per als aixecaments de %Pv i αPv
associats a la tria de f per (4). Aquests aixecaments no so´n homomorfismes en general, pero e´s
fa`cil comprovar que per a qualsevol σ ∈ GKv es te´ %˜Pv (σ2) = ±%˜Pv (σ)2, α˜Pv (σ2) = ±α˜Pv (σ)2.
Tot i que podem considerar αPv com a cara`cter en G
ab
Kv
, aixo` no e´s cert per a l’aixecament α˜Pv ,
que no e´s ni tan sols homomorfisme. Tanmateix, observem que per a qualsevol σ ∈ GKv , α˜Pv (σ)2
depe`n nome´s de la imatge σ′ ∈ GabKv de σ per l’aplicacio´ natural de pas al quocient. En efecte,
sigui a ∈ F×p2 tal que αPv (σ) = αPv (σ′) = a mod ±1 ∈ F×p2/{±1}. Llavors α˜Pv (σ) = ±a ∈ F×p2 , i
α˜Pv (σ)
2 = a2 ∈ F×p2 depe`n nome´s de σ′. Clarament, el mateix e´s cert si canviem 2 per un enter
parell qualsevol.
Usant el fet que α˜Pv|GLw coincideix amb α(Av,ιv), el Lema 4.11 implica que
NFp2/Fp(α˜Pv|GLw (σ)) = χp|GLw (σ), per a tot σ ∈ GLw .
Com que Lw te´ com a molt grau 2 sobre Kv, podem escriure
NFp2/Fp(α˜Pv|GLw (σ
2)) = χp|GLw (σ
2) = χp(σ)
2, per a tot σ ∈ GKv .
I, usant que α˜Pv|GLw (σ
2) = ±α˜Pv (σ)2 per a tot σ ∈ GKv , obtenim
(6) NFp2/Fp(α˜Pv (σ)
2) = χp(σ)
2, per a tot σ ∈ GKv .
Finalment, com en el treball d’Skorobogatov, el cara`cter αPv : GKv → F×p2/{±1} tambe´ esta`
estretament relacionat amb el cara`cter φPv : GKv → F×12p2 obtingut per especialitzacio´ del torsor
fp : YD,p → XD en el punt Pv. Com en el Lema 3.22, per la interpretacio´ modular del torsor fp
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tenim ara que φPv|GLv = α
12
(Av,ιv)
. I aquesta relacio´ es pot traduir fa`cilment a una relacio´ entre
φPv i αPv :
Lema 4.14. Per a qualsevol σ ∈ GKv , α˜Pv (σ)24 = φPv (σ)2. En termes de αPv , tenim
αPv (σ)
12 = φPv (σ) mod ± 1, ∀σ ∈ GKv .
Demostracio´. Com que la restriccio´ de α˜Pv a GLv coincideix amb α(Av,ιv), tenim que
(α˜Pv|GLv )
12 = φPv|GLv . Per tant, si σ ∈ GKv aleshores
α˜Pv (σ)
24 = (±α˜Pv (σ2))12 = (α˜Pv|GLv (σ))12 = φPv|GLv (σ2) = φPv (σ)2,
d’on se segueix l’enunciat. 
Per u´ltim, usant tambe´ el Corol·lari 4.13 es dedueix que:
Corol·lari 4.15. Si p 6= `, aleshores φ2Pv e´s no ramificat.
CAP´ıTOL 5
Punts en corbes de Shimura racionals sobre cossos
quadra`tics imaginaris
Finalment, en aquest cap´ıtol presentem el resultat principal d’aquest treball, el Teorema 5.1,
a la prova del qual dediquem la primera seccio´. Els arguments en la demostracio´ d’aquest resultat
so´n similars als emprats en [Sko05], pero` fent servir les representacions de Galois introdu¨ıdes en
el cap´ıtol anterior.
En la segona seccio´ del cap´ıtol exposem algunes consequ¨e`ncies del Teorema 5.1 que permeten
produir exemples de parells excepcionals (BD,K) tals que XD e´s un contraexemple al principi de
Hasse sobre K. La Taula 5.1 recull alguns d’aquests exemples.
1. El resultat principal
En aquesta seccio´ presentem i provem el resultat principal d’aquest treball, que do´na condicions
suficients expl´ıcites per tal que el conjunt de punts K-racionals XD(K), per a K un cos quadra`tic
imaginari, sigui buit. De fet, el Teorema 5.1 que provem a continuacio´ prova un fet lleugerament
me´s feble, ja que do´na condicions suficients perque` XD(K) contingui nome´s punts CM. Es diu
que un punt P ∈ XD(K) e´s un punt CM si les superf´ıcies abelianes (A, ι) parametritzades per P
admeten CM per algun cos quadra`tic imaginari (cf. Teorema 1.9). Tanmateix, en el Corol·lari 5.2
veiem que afegint petites hipo`tesis es pot afirmar que realment XD(K) e´s buit.
De manera similar al Teorema 3.5, necessitem definir un conjunt de primers excepcionals
associat a un nombre primer donat. Aix´ı, si q e´s un nombre primer, definim P1(q) com el conjunt
(finit) de tots els factors primers dels enters no nuls en el conjunt⋃
s,a
{a2 − sq, a4 − 4a2q + q2},
on la unio´ e´s sobre s = 0, 1, 2, 3, 4 i els enters a tals que |a| ≤ 2q. Per a q 6= 2, definim tambe´ B1(q)
com el conjunt d’a`lgebres de quaternions racionals i indefinides que no so´n escindides per Q(
√−q).
D’altra banda, definim B1(2) com el conjunt d’a`lgebres de quaternions racionals i indefinides que
no so´n escindides ni per Q(
√−2) ni per Q(√−1). Aleshores, el resultat principal d’aquest treball
e´s el segu¨ent:
Teorema 5.1. Sigui K un cos quadra`tic imaginari en el qual un primer q ramifica. Si BD ∈ B1(q)
e´s tal que D e´s divisible per un primer p 6∈ P1(q), p ≥ 5, i p no descomposa en K, aleshores XD(K)
conte´ nome´s punts CM.
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Demostracio´. Sigui p 6∈ P (q), p ≥ 5, un factor primer de D tal que p no descomposa en K,
i sigui p l’u´nic primer de K sobre p. Sigui tambe´ K ′/Q una extensio´ quadra`tica escindint l’a`lgebra
de quaternions BD, i tal que el primer q no e´s inert en K
′. Si D = p1 · · · p2r, l’existe`ncia d’una tal
extensio´ K ′ es redueix a l’existe`ncia d’un discriminant quadra`tic d tal que ( dpi ) 6= 1, i = 1, . . . , 2r
i (dq ) 6= −1. Pel Teorema de Cˇebotarev, entre els d primers hi ha infinites possibles tries.
Suposem que P ∈ XD(K) e´s un punt sense multiplicacio´ complexa per Q(
√−1) ni per Q(√−3).
Per la interpretacio´ modular de XD, podem escollir una superf´ıcie abeliana (A, ι)/K¯ amb multipli-
cacio´ quaternio`nica per OD i amb cos de mo`duli K parametritzada per P . Mitjanc¸ant l’embedding
diagonal XD(K) ↪→ XD(AK), el punt P defineix una successio´ de punts locals {Pv}v ∈ XD(AK).
Per a cadascun d’aquests punts, diguem Pv ∈ XD(Kv), podem escollir la mateixa superf´ıcie abeli-
ana (A, ι) representant Pv. Per claredat, pero`, la denotarem per (Av, ιv). Notem que (Av, ιv) no
te´ multiplicacio´ complexa per Q(
√−1) ni per Q(√−3).
El cara`cter global φ : GK → F×12p2 obtingut per especialitzacio´ del torsor fp en el punt P
restringeix a cadascun dels cara`cters locals φPv associats a cada punt Pv en GKv . Per tant, pel
Corol·lari 4.15 tenim que φ2 e´s no ramificat fora de p. Per a cada plac¸a no arquimediana v de K,
sobre algun primer racional `, escollim una plac¸a v′ de K ′ sobre `, de manera que (Av, ιv) admet
un model racional sobre Lw := Kv · K ′v′ (denotem per w l’u´nica extensio´ de v a Kv · K ′v′), aix´ı
que suposarem que esta` definida sobre Lw. Aleshores, la restriccio´ de φPv a GLw coincideix amb
la representacio´ de Galois α12(Av,ιv).
D’altra banda, sigui q l’u´nic primer de K sobre q, i sigui σq ∈ GKq un element de Frobenius en
q, i.e. un element induint l’automorfisme de Frobenius Frq ∈ Gal (F¯q/Fq) per reduccio´. Afirmem
primer que α˜Pq(σ
2
q)
24 = q24, i comencem provant aquest fet.
La teoria de cossos de classes global ens do´na una successio´ exacta
∏
v
Uv−→GabK−→ClK −→0,
on Uv e´s el grup d’unitats de l’anell d’enters de Kv i Uv → GabK ve definida per l’aplicacio´ local
d’Artin wv. L’ide`le en
∏
v Uv que te´ per components 1/q, excepte la posicio´ q, on posem pi
2/q, amb
pi un uniformitzador en q, te´ per imatge Frob2q, el quadrat d’un element de Frobenius Frobq ∈ GabK
en q. Llavors, σ2q · Frob−2q pertany al subgrup d’ine`rcia IKq ⊆ GKq i, com que φ2 e´s no ramificat
fora de p, obtenim que φ2(σ2q) = φ
2(Frob2q). Pero` ara observem que
φ2(σ2q) = φ
2
Pq(σ
2
q) = α˜Pq(σ
2
q)
24
i
φ2(Frob2q) = φ
2
Pp(wp(q
−1)) = α˜Pp(wp(q
−1))24,
de manera que per provar la nostra afirmacio´ hem de provar que α˜Pp(wp(q
−1))24 = q24. Tenim
dos casos per tractar:
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(a) p e´s inert en K. En aquest cas, el grup d’unitats Up e´s una extensio´ de F×p2 per un grup
pro-p. Aleshores, l’homomorfisme αPp ◦wp : Up → Iabp → F×p2/{±1} ha de ser trivial en la
pro-p-part, de manera que αPp ◦wp factoritza per un homomorfisme µ : F×p2 → F×p2/{±1}.
Si a ∈ F×p2 e´s un generador del grup c´ıclic F×p2 , aleshores la classe [a] de a en F×p2/{±1}
e´s un generador de F×p2/{±1}, i per tant l’homomorfisme µ ve determinat per un enter c
(un´ıvocament determinat mo`dul (p2 − 1)/2) tal que µ(a) = [a]−c.
Llavors, si denotem per u˜ ∈ F×p2 la reduccio´ mo`dul p de u ∈ Up, tenim αPp(wp(u)) =
µ(u˜) = [u˜]−c. En particular, α˜Pp(wp(u)) = ±u˜−c. D’altra banda, aplicant [Ser72, Prop.
3, 8] tenim que χp(wp(u)) = NFp2/Fp(u˜)
−1 per a tot u ∈ Up. Per tant, usant (6),
NFp2/Fp(α˜Pp(wp(u))
2) = χp(wp(u))
2 = NFp2/Fp(u˜)
−2 = u˜−2(p+1) ∈ F×p ,
i tambe´ tenim
NFp2/Fp(α˜Pp(wp(u))
2) = NFp2/Fp(u˜
−2c) = u˜−2c(p+1) ∈ F×p .
D’aqu´ı es dedueix que 2c ≡ 2 mod p − 1. En consequ¨e`ncia, α˜Pp(wp(q−1))24 = q24 com
vol´ıem.
(b) p ramifica en K. Ara, Up e´s una extensio´ de F×p per un grup pro-p, i per tant tenim
que l’homomorfisme αPp ◦ wp : Up → Iabp → F×p2/{±1} factoritza per un homomorfisme
µ : F×p → F×p2/{±1}. Llavors, la imatge αPp(wp(Up)) ha d’estar continguda en l’u´nic
subgrup c´ıclic d’ordre p − 1 de F×p2/{±1}. En particular, per a tot u ∈ Up, αPp(wp(u))2
pertany a F×p /{±1} ⊆ F×p2/{±1}, que e´s l’u´nic subgrup d’ordre (p− 1)/2 de F×p2/{±1}.
Aix´ı, si denotem de nou per u˜ ∈ F×p la reduccio´ de u mo`dul p, existeix un enter c,
un´ıvocament determinat mo`dul (p − 1)/2 tal que αPp(wp(u))2 = [u˜]−c, on [u˜] denota la
classe de u˜ en F×p /{±1}. En particular, α˜Pp(wp(u))2 = ±u˜−c.
Ara, [Ser72, Prop. 3, 8] implica que χp(wp(u)) = NFp/Fp(u˜)
−2 = u˜−1, de manera
que aplicant (6) s’obte´
NFp2/Fp(α˜Pp(wp(u))
2) = χp(wp(u))
2 = u˜−4.
Pero` observem ara que
NFp2/Fp(α˜Pp(wp(u))
2) = (±u˜−c)2 = u˜2c,
ja que α˜Pp(wp(u))
2 ∈ F×p . Per tant, c ≡ 2 mod p− 1, es dedueix que
α˜Pp(wp(q
−1))24 = (α˜Pp(wp(q
−1))2)12 = q24 ∈ F×p ,
i l’afirmacio´ queda provada tambe´ en aquest cas.
Ara, com que q no e´s inert en K ′, si q′ e´s un primer de K ′ sobre q, el cos residual de K ′q′
e´s Fq. En consequ¨e`ncia, tambe´ el cos residual de LQ = Kq ·K ′q′ e´s Fq. Llavors, com que Aq/Lq
te´ bona reduccio´ potencial, seguint la construccio´ de Serre i Tate en [ST68, p. 498] s’obte´ una
superf´ıcie abeliana A˜q definida sobre Fq i tal que l’a`lgebra de quaternions BD ⊆ End0Lq(Aq) admet
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un embedding en End0Fq (A˜q). A me´s, σq ∈ GLQ , i la seva accio´ en els mo`duls de Tate Tp(Aq) i
Tp(A˜q) coincideix.
Com en [Jor86, §5], la trac¸a de %¯(Aq,ιq)(σnq ) e´s la reduccio´ mo`dul p d’un enter aq,n, |aq,n| ≤
2qn/2, tal que
aq,n mod p = TrFp2/Fp(α(Aq,ιq)(σ
n
q )) = α(Aq,ιq)(σ
n
q ) + q
nα(Aq,ιq)(σ
n
q )
−1.
En particular,
aq mod p = aq,2 mod p = α(Aq,ιq)(σ
2
q) + q
2α(Aq,ιq)(σ
2
q)
−1.
Com que α(Aq,ιq) = α˜Pq|GLQ i σq ∈ GLQ , usant l’afirmacio´ que hem provat abans podem escriure
aq mod p = α˜Pq(σ
2
q) + q
2α˜Pq(σ
2
q)
−1 = q(ζ + ζ−1),
on ζ =
α˜Pp (σ
2
q)
q e´s una arrel 24-ena de la unitat. Calculant els possibles valors de q(ζ+ζ
−1) obtenim
que o be´ aq mod p = 0 o be´ p divideix
aq ± q, a2q − 2q2, a2q − 3q2, aq ± 2q, o a4q − 4a2qq + q2.
Com que |aq| ≤ 2q, la hipo`tesi p 6∈ P (q) implica que de fet
aq = 0,±q,±
√
2q,±
√
3q,±2q, o ± q
√
2q ±
√
3.
Pero`, com que aq e´s un enter, les u´niques possibilitats so´n aq = 0,±q, o ±2q. Ara, si ξ e´s una arrel
48-ena de la unitat tal que ξ2 = ζ, la trac¸a del polinomi caracter´ıstic de %¯(Aq,ιq)(σq) e´s la reduccio´
mo`dul p d’un enter bq = aq,1 de valor absolut com a molt 2
√
q satisfent bq mod p =
√
q(ξ + ξ−1).
Aplicant la teoria de Honda-Tate per a la classificacio´ de l’a`lgebra d’endomorfismes d’una superf´ıcie
amb multiplicacio´ quaternio`nica definida sobre un cos finit (vegeu [Jor86, Theorem 2.1]), s’obte´
la segu¨ent llista de possibilitats:
aq = 0, q = 2: llavors Q(
√−1) escindeix BD;
aq = q = 3: llavors Q(
√−3) escindeix BD;
aq = −2q: llavors Q(√−q) escindeix BD.
En tots els casos, obtenim una contradiccio´ amb la hipo`tesi BD ∈ B1(q), i per tant el resultat
queda provat. 
De la mateixa prova, se segueix de fet que per a un parell (BD,K) satisfent les hipo`tesis del
Teorema 5.1, XD(K) conte´ nome´s punts amb CM per Q(
√−1) o per Q(√−3). Aix´ı, per tal de
donar condicions suficients perque` XD(K) = ∅ basta estudiar els conjunts XD(K)∩CM(Q(
√−1))
i XD(K) ∩ CM(Q(
√−1)). Aqu´ı, per a un cos quadra`tic imaginari L, CM(L) denota la unio´ dels
conjunts CM(R) ⊂ XD(Q¯), on R recorre els ordres quadra`tics en L.
El problema sobre l’existe`ncia de punts amb CM en corbes de Shimura, aix´ı com la caracterit-
zacio´ dels seus cossos de definicio´, ha estat resolt, i es te´ una caracteritzacio´ expl´ıcita de quan una
corba de Shimura te´ punts amb CM racionals sobre un cos de nombres donat. Usant els resultats
de [GR06, §5], per exemple, e´s fa`cil deduir el segu¨ent corol·lari al Teorema 5.1:
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Corol·lari 5.2. Suposem que el parell (BD,K) satisfa` les hipo`tesis del Teorema 5.1.
(i) Si K 6= Q(√−1),Q(√−3), aleshores XD(K) = ∅.
(ii) Si K = Q(
√−1) i existeix un primer ` ≡ 1 mod 4 dividint D, aleshores XD(K) = ∅.
(iii) Si K = Q(
√−3) i existeix un primer ` ≡ 1 mod 3 dividint D, aleshores XD(K) = ∅.
Notem que, si K 6= Q(√−1),Q(√−3), les mateixes hipo`tesis del Teorema 5.1 ja impliquen que
XD(K) = ∅. I en el cas en que` K = Q(
√−1) o K = Q(√−3), la hipo`tesi que cal afegir per tal que
XD(K) = ∅ e´s una condicio´ ben senzilla i expl´ıcita.
D’aquesta manera, com que les hipo`tesis d’aquest resultat so´n expl´ıcites i calculables, podem
produir parells (BD,K) tals que K e´s deficient per XD, e´s a dir, tal que XD(K) = ∅. De fet,
usant el treball de Jordan i Livne´ en [JL85] podem donar condicions suficients expl´ıcites perque`
XD sigui un contraexemple al principi de Hasse sobre K. En la segu¨ent seccio´ analitzem aquest
fet.
2. El principi de Hasse i els parells excepcionals
El fet que diferencia el Teorema 5.1 del Teorema 3.5, i que fa que sigui rellevant i novedo´s,
e´s que ens permet produir parells excepcionals (BD,K). Seguint la terminologia de [Jor86], un
parell (BD,K) format per una a`lgebra de quaternions racional i indefinida BD i un cos quadra`tic
imaginari K e´s excepcional si XD(Kv) 6= ∅ per a tota plac¸a v de K i K no escindeix BD.
Per a aquests parells, la dificultat en l’estudi dels punts K-racionals en XD rau en el fet que
les superf´ıcies abelianes (A, ι) amb QM per BD parametritzades per punts en XD(K) no admeten
un model racional sobre K. E´s per aixo` que els resultats de Jordan no s’apliquen en aquests
casos. En canvi, la nostra aproximacio´ fent servir les representacions de Galois associades a punts
en corbes de Shimura introdu¨ıdes en el cap´ıtol anterior ens permet estendre les idees de Jordan i
Skorobogatov per donar condicions suficients per tal que XD(K) sigui buit.
Despre´s dels resultats presentats en la seccio´ anterior, si (BD,K) e´s un parell excepcional
satisfent les hipo`tesis del Corol·lari 5.2, en particular s’obte´ que XD e´s un contraexemple al principi
de Hasse sobre K. En tal cas direm que el parell (excepcional) (BD,K) viola el principi de Hasse.
Dit d’una altra manera, si (BD,K) e´s un parell satisfent les hipo`tesis del Corol·lari 5.2 per
al qual K no escindeix BD, aleshores comprovar que (BD,K) e´s un parell excepcional violant el
principi de Hasse es redueix a provar que XD(Kv) e´s no buit per a tota plac¸a v de K. Fent servir
els resultats de Jordan i Livne´ [JL85] sobre punts locals en corbes de Shimura, aquesta darrera
condicio´ pot comprovar-se computacionalment. Recordem primer algunes notacions introdu¨ıdes a
[JL85].
Per a un ordre R en un cos quadra`tic imaginari K ′, escriurem
S(R) =
h(R)
[R× : Z×]
∏
q|D
q primer
(1− {R
q
}),
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on h(R) e´s el nombre de classes de R, i per a un primer racional q,
{R
q
} =
1 si q | cond(R),(K′q ) altrament.
Notem que S(R) 6= 0 si, i nome´s si, el conductor de R e´s primer amb D i K ′ escindeix BD.
Aleshores, definim
Σ`(D) =
1
2
∑
s∈Z
s2<4`
∑
R
S(R),
on R recorre el conjunt d’ordres en cossos quadra`tics imaginaris K ′ tals que R conte´ les arrels de
x2 + sx+ `.
El segu¨ent corol·lari simplement afegeix a les hipo`tesis del Corol·lari 5.2 les condicions que se
segueixen del treball de Jordan i Livne´ per tal que XD tingui punts localment arreu sobre K:
Corol·lari 5.3. Sigui g = g(XD) el ge`nere de XD. Sota les hipo`tesis del Corol·lari 5.2, suposem
tambe´ que se satisfan les segu¨ents condicions:
(i) Σ`(D) 6= 0 per a tot primer ` < 4g2, ` - D, ` no inert en K.
(ii) Per a tot primer ` | D ramificant en K, o be´ Q(√−`) escindeix BD o be´ ` = 2 i Q(
√−1)
escindeix BD.
(iii) Per a tot primer ` | D que descomposi en K, o be´ D = 2` amb ` ≡ 1 mod 4, o be´ ` = 2
i D = 2q1 · · · q2r−1 amb primers qi ≡ 3 mod 4 que no descomposen en K.
Aleshores XD e´s un contraexemple al principi de Hasse sobre K.
Demostracio´. L’enunciat se segueix directament del treball en [JL85], junt amb el fet que
XD(Q`) 6= ∅ per a tot primer ` > 4g2, per la fita de Weil. 
En la Taula 5.1 a la pa`gina segu¨ent recollim alguns exemples de parells excepcionals (BD,K)
que violen el principi de Hasse, obtinguts mitjanc¸ant ca`lculs basats en el Corol·lari 5.3. En la
primera columna trobem discriminants de la forma D = 2p, amb p primer, i en la segona columna
alguns cossos quadra`tics imaginaris K per a cada discriminant D tals que (BD,K) e´s un parell
excepcional violant el principi de Hasse. Aix´ı, per a cada parell (D,K) de la taula tenim que K
no escindeix BD, XD(K) = ∅ i XD(Kv) 6= ∅ per a tota plac¸a v de K.
Finalment, volem remarcar que, de la mateixa manera que en la interpretacio´ de Skorobogatov
dels resultats de Jordan, els contraexemples al principi de Hasse que sorgeixen del Corol·lari 5.3
estan explicats per la obstruccio´ de Brauer-Manin. De fet, aquest fet e´s gairebe´ immediat a partir
de la prova del Teorema 5.1:
Proposicio´ 5.4. Sigui K un cos quadra`tic imaginari en el qual un primer q e´s ramificat. Sigui
BD ∈ B1(q) una a`lgebra de quaternions racional i indefinida de discriminant D, amb D divisible
per un primer p 6∈ P1(q), p ≥ 5, tal que p no descomposa en K.
(i) Si K 6= Q(√−1),Q(√−3), aleshores XD(AK)Br = ∅.
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(ii) Si K = Q(
√−1) i existeix un primer ` ≡ 1 mod 4 dividint D, aleshores XD(AK)Br = ∅.
(iii) Si K = Q(
√−3) i existeix un primer ` ≡ 1 mod 3 dividint D, aleshores XD(AK)Br = ∅.
Demostracio´. Com en el Corol·lari 5.2, les hipo`tesis en qualsevol dels tres casos impliquen
que XD(K) = ∅.
Ara, suposem que XD(AK) 6= ∅, doncs altrament no hi ha res a dir. Aleshores, enlloc de
comenc¸ar amb un punt global P ∈ XD(K), haur´ıem de procedir com segueix. Primer, suposem
que existeix una successio´ de punts locals Pv ∈ XD(Kv), un per a cada plac¸a no arquimediana v de
K, de manera que els cara`cters locals corresponents φPv : GKv → F×12p2 donats per especialitzacio´
del torsor fp en Pv so´n la restriccio´ d’un cara`cter global φ : GK → F×12p2 . Per a cada punt Pv,
podem escollir un parell (Av, ιv)/K¯v amb cos de mo`duli Kv representant Pv, i llavors la prova del
Teorema 5.1 s’aplica de pas per pas fins obtenir una contradiccio´, mostrant que una tal successio´
de punts locals no pot existir. Per tant, el conjunt de descens XD(AK)fp associat al torsor fp e´s
buit, i aplicant el teorema principal de la toeria del descens de Colliot-The´le`ne i Sansuc (vegeu
[Sko01, Theorem 6.1.2]), se segueix el resultat. 
D = 2 · p K
2 · 23 Q(√−55), Q(√−95), Q(√−119)
2 · 31 Q(√−39), Q(√−87), Q(√−111), Q(√−159), Q(√−183)
2 · 43 Q(√−15), Q(√−87), Q(√−95), Q(√−111), Q(√−183)
2 · 59 Q(√−7), Q(√−119)
2 · 67 Q(√−55)
2 · 71 Q(√−119), Q(√−143)
2 · 79 Q(√−87), Q(√−111), Q(√−159), Q(√−183)
2 · 83 Q(√−7), Q(√−95), Q(√−119)
Taula 5.1. Alguns parells (D,K) tals que (BD,K) viola el principi de Hasse.

CAP´ıTOL 6
Ape`ndix: punts racionals en quocients d’Atkin-Lehner
Com abans, sigui BD una a`lgebra de quaternions racional i indefinida, OD un ordre maximal
en BD i considerem la corba de Shimura XD associada (la involucio´ % per a la tria d’una tripleta
(BD,OD, %) no sera` rellevant).
Pel Teorema 3.1 degut a Shimura, sabem que XD(Q) = ∅. Tanmateix, si m e´s un divisor
positiu de D i considerem el quocient X
(m)
D := XD/〈ωm〉 de la corba XD per l’accio´ de la involucio´
d’Atkin-Lehner ωm, que e´s de nou una corba algebraica definida sobre Q, e´s natural preguntar-nos
si el conjunt X
(m)
D (Q) de punts racionals e´s buit o no. En aquest ape`ndix, tractarem de respondre
aquesta qu¨estio´ per a certs quocients d’Atkin-Lehner.
En el que segueix, denotarem per pim : XD → X(m)D la projeccio´ natural de pas al quocient,
que identifica un punt P ∈ XD(Q¯) amb ωm(P ). L’aplicacio´ pim e´s gene`ricament 2-a-1, i el nombre
de punts fixos de ωm va ser calculat per Ogg a [Ogg83].
En [RSY05], Rotger, Skorobogatov i Yafaev van establir un criteri per a l’existe`ncia de punts
locals en X
(m)
D per a tota plac¸a de Q, e´s a dir per tal que X
(m)
D (AQ) sigui no buit. Aixo` els va
permetre provar que X
(127)
23·127 e´s un contraexemple al principi de Hasse sobre Q.
D’altra banda, Parent i Yafaev [PY07] van proposar un me`tode per a estudiar punts racionals
globals en quocients d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura de la forma X
(m)
pm amb p i m primers,
p ≡ 1 mod 4, m ≡ 3 mod 4. Aquests quocients so´n insta`ncies del cas “no ramificat” segons
la terminologia de Ogg (vegeu [Ogg85]). En [PY07] es donen condicions per tal que aquests
quocients nomes continguin punts CM. Recentment, aquest treball ha estat completat per Gillibert
en [Gil10], on les condicions de Parent-Yafaev es fan expl´ıcites.
Des d’un punt de vista modular, el problema d’estudiar punts racionals en quocients d’Atkin-
Lehner de corbes de Shimura ha estat estudiat a [BFGR06] i [Rot08], i esta` relacionat amb una
conjectura atribu¨ıda a Coleman sobre varietats abelianes de tipus GL2 sobre Q (vegeu [BFGR06,
§1]). Usant resultats d’aquests dos articles, en el Teorema 6.4 i el Corol·lari 6.5 donem condicions
suficients expl´ıcites per tal que un quocient d’Atkin-Lehner de la forma X
(m)
pm , amb p ≡ m ≡ 3
mod 4 no tingui punts racionals. Aix´ı doncs, els exemples que sorgeixen d’aquests resultats so´n
complementaris als obtinguts per Parent i Yafaev, i se situen en el cas “ramificat” segons la
terminologia de Ogg.
Comencem considerant un punt racional Q ∈ X(m)D (Q), i sigui K/Q el cos quadra`tic imaginari
tal que pi−1m (Q) = {P, ωm(P )} ⊆ XD(K). De [Jor86, p. 93] se segueix la segu¨ent observacio´:
Lema 6.1. Si 2 - D, aleshores BP = BD ⊗K ' M2(K).
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En altres paraules, pel Teorema 4.9, podem escollir una superf´ıcie abeliana (A, ι) amb QM
definida sobre K tal que P = [(A, ι)]. Entendre be´ el cos K sera` fonamental en la prova del
Teorema 6.4 que provem me´s endavant. En primer lloc, notem el segu¨ent:
Lema 6.2. La involucio´ ωm no te´ punts fixos si, i nome´s si, el cos quadra`tic imaginari Q(
√−m)
no escindeix BD.
Demostracio´. Aquest fet se segueix immediatament del criteri de Hasse (vegeu Corol·lari
1.27) junt amb la fo´rmula per al nombre de punts fixos d’una involucio´ d’Atkin-Lehner deguda a
Ogg ([Ogg83]). 
En segon lloc, provem mitjanc¸ant te`cniques de descens el segu¨ent lema:
Lema 6.3. Si Q(
√−m) no escindeix BD, aleshores K e´s no ramificat fora de D.
Demostracio´. Pel lema anterior, la projeccio´ pim : XD → X(m)D e´s no ramificada, i per tant
e´s un X
(m)
D -torsor pel grup Z/2Z. D’acord amb el treball de Morita sobre models integrals de XD
(vegeu [Mor81]), pim s’este´n a un morfisme llis d’esquemes projectius llisos sobre Spec(Z[1/D]), i
do´na lloc a un torsor per al grup Z/2Z, ara considerat com a Spec(Z[1/D])-esquema.
Com e´s ben sabut, els punts Q-racionals de X(m)D es poden recuperar a partir dels punts
Q-racionals en els torsors torc¸ats de pim : XD → X(m)D . Concretament,
X
(m)
D (Q) =
⋃
τ∈H1(Q,{±1})
τXD(Q),
on τXD(Q) e´s una abreviacio´ per τpim(τXD(Q)). Aqu´ı, les classes de cohomologia τ ∈ H1(Q, {±1})
es corresponen amb els cara`cters quadra`tics de Galois τ : Gal (Q¯/Q) → {±1}, i per tant estan
en bijeccio´ amb les extensions quadra`tiques de Q. Com que XD no te´ punts reals, ens podem
restringir als cossos quadra`tics imaginaris. A me´s, aplicant [SY04, Lemma 1.1] o be´ [Sko05, p.
106], si L/Q e´s una extensio´ quadra`tica ramificada en un primer que no divideix D, aleshores
τLXD(Q) = ∅, on τL : Gal (Q¯/Q) → {±1} e´s el cara`cter quadra`tic corresponent a L. En altres
paraules, nome´s els cara`cters quadra`tics no ramificats fora de D contribueixen en la descomposicio´
anterior de X
(m)
D (Q).
En particular, com que P ∈ XD(K) i pim(P ) = Q ∈ X(m)D (Q), la classe ζ(Q) ∈ H1(Q, {±1})
del Q-torsor donat per la fibra XD,Q → Q e´s el cara`cter quadra`tic τK corresponent a l’extensio´
quadra`tica K/Q. En consequ¨e`ncia, el punt Q prove´ d’un punt Q-racional en la corba torc¸ada
τKXD. Per la discussio´ anterior, K ha de ser no ramificat fora de D. 
Observem que aquest lema respon a la Proposicio´ 1.3 enunciada a [Rot08] en un context me´s
general, i e´s clau per provar el segu¨ent resultat.
Donat un nombre primer q, definim el conjunt P0(q) com el conjunt (finit) de tots els factors
primers dels enters no nuls en el conjunt ⋃
s,a
{a2 − sq},
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on la unio´ e´s sobre s = 0, 1, 2, 3, 4 i els enters a tals que |a| ≤ 2√q. Per exemple, tenim P0(3) =
{2, 3, 5, 11} i P0(5) = {2, 3, 5, 7, 11, 19}.
Teorema 6.4. Siguin p,m dos primers diferents, amb p ≡ m ≡ 3 mod 4 i (mp ) = −1. Si existeix
un primer senar q tal que p 6∈ P0(q), ( qp ) = 1 i ( qm ) = −1, aleshores X(m)pm (Q) conte´ nome´s punts
CM.
Demostracio´. Suposem que existeix un punt no-CM Q ∈ X(m)pm (Q), i sigui K el cos quadra`tic
imaginari tal que pi−1m (Q) = {P, ωm(P )} ⊆ Xpm(K). Com que (mp ) = −1 i p ≡ 3 mod 4, tenim
que
(
−m
p
) = (
−1
p
)(
m
p
) = 1,
la qual cosa implica que Q(
√−m) no escindeix BD. Pel Lema 6.3, tenim que K e´s no ramificat
en els primers no dividint pm. Per tant, les u´niques possibilitats per K so´n Q(
√−p), Q(√−m),
Q(
√−pm).
Tanmateix, la darrera opcio´ queda exclosa perque` 2 ramifica en Q(
√−pm). Pero` el cas
Q(
√−m) tambe´ pot ser exclo`s. De fet, com que (−mp ) = 1, tenim que −m e´s un quadrat en
Qp. Aixo` implica que −mXpm × Qp ' Xpm × Qp, pero` Xpm(Qp) = ∅ pels resultats de Jordan i
Livne´ a [JL85]. En consequ¨e`ncia tenim que K = Q(
√−p).
Ara, observem que Bpm ' (−p,mQ ). Per tant, usant el Lema 6.1 i [BFGR06, Theorem 4.5], el
punt Q es correspon, en la terminologia de [Rot08], a una tripleta modular (Opm, Rm,Q(√−p)).
Finalment, aplicant [Rot08, Theorem 1.4], es dedueix que (−qm ) = −1, pero` les noestres hipo`tesis
impliquen que
(
−q
m
) = (
−1
m
)(
q
m
) = 1,
i per tant obtenim una contradiccio´, que prove´ del fet de suposar l’existe`ncia d’un punt no-CM
Q ∈ X(m)pm (Q). Per tant, X(m)pm (Q) conte´ nome´s punts CM. 
Per tal d’estudiar quan X
(m)
D (Q) e´s buit, cal veure sota quines condicions no pot existir un
punt CM en XD racional sobre Q. L’existe`ncia de punts CM en els quocients d’Atkin-Lehner X(m)D ,
aix´ı com els seus cossos de racionalitat, va ser estudiada de manera satisfacto`ria en [GR06], on es
do´na una descripcio´ detallada d’aquests objectes. Aleshores, usant [BFGR06, Proposition 5.1],
que se segueix del treball en [GR06, §5], es pot deduir fa`cilment el segu¨ent corol·lari:
Corol·lari 6.5. Sota les hipo`tesis del Teorema 6.4, si p 6= 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163, aleshores
X
(m)
pm (Q) = ∅.
Aquest resultat aporta un progre´s significant respecte a [RSY05, Theorem 5.1] i [RSY05,
Corollary 5.2]. Fixat un primer q, el Corol·lari 6.5 ens diu que X(m)pm (Q) = ∅ sempre que m i p
siguin primers diferents tals que p 6∈ P0(q), p 6= 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163, p ≡ m ≡ 3 mod 4,
(mp ) = −1, ( qp ) = 1 i ( qm ) = −1. Pel Teorema de Densitat de Cˇebotarev, existeixen infinites tries
possibles per a m i p.
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En la Taula 6.1, per a cada primer p ≡ 3 mod 4, 3 ≤ p < 200, p 6= 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163,
recollim els primers m ≡ 3 mod 4, amb m < 200, tals que p i m satisfan les hipo`tesis del Corol·lari
6.5, de manera que X
(m)
pm (Q) = ∅ per a tot parell (p,m) que apareix en la taula.
p m’s tals que X
(m)
pm (Q) = ∅
23 7, 11, 19, 43, 67, 79, 83, 103, 107, 199
31 3, 11, 23, 43, 79, 83, 127, 139, 151, 167, 179, 199
47 11, 19, 23, 31, 43, 67, 107, 127, 139, 151, 163, 179, 199
59 11, 23, 31, 43, 47, 67, 83, 103, 131, 151, 179, 191
71 7, 11, 23, 31, 47, 59, 67, 127, 139, 163
79 3, 7, 43, 47, 59, 71, 103, 107, 127, 139,191, 199
83 19, 43, 47, 67, 71, 79, 103, 107, 139, 163, 179
103 3, 11, 31, 43, 47, 67, 71, 127, 151, 191, 199
107 7, 31, 43, 59, 67, 71, 103, 127, 131, 139, 167, 179, 191
127 3, 7, 23,43, 59, 67, 83, 139, 151, 167
131 19, 23, 31, 47, 67, 71, 79, 83, 103, 127, 139, 163, 199
139 3, 19, 23, 43, 59, 103, 151, 179, 199
151 3, 7, 23, 67, 71, 79, 83, 107, 131, 163, 179, 199
167 23, 43, 59, 67, 71, 79, 83, 103, 131, 139, 151, 163
179 7, 11,23, 71, 79, 103, 127, 131, 163, 167
191 7, 11, 19, 31, 47, 71, 83, 127, 131, 139, 151, 167, 179
199 3, 11, 19, 59, 67, 71, 83, 107, 127, 163, 167, 179, 191
Taula 6.1. Exemples que sorgeixen del Corol·lari 6.5.
Remarca 6.6. Aplicant el criteri per a l’existe`ncia de punts racionals localment arreu que es
troba a [RSY05, Theorem 3.1], podem comprovar si un quocient d’Atkin-Lehner X
(m)
pm satisfent
les hipo`tesis del Corol·lari 6.5 te´ punts racionals localment arreu. En tal cas, X(m)pm sera` un contra-
exemple al principi de Hasse sobre Q.
Per exemple, escollint p = 23, m = 107, se segueix del Corol·lari 6.5 que X(107)23·107(Q) = ∅.
A me´s, es pot comprovar usant [RSY05, Theorem 3.1] que X
(107)
23·107 te´ punts racionals localment
arreu, de manera que X
(107)
23·107 e´s un contraexemple al principi de Hasse. Aquest exemple ja va ser
exposat a [RSY05], aplicant altres me`todes.
Conclusions
En aquest treball s’ha tractat el problema de l’existe`ncia de punts racionals sobre cossos
quadra`tics imaginaris en corbes de Shimura. Aquestes corbes admeten una interpretacio´ en ter-
mes de mo`duli per a superf´ıcies abelianes amb multiplicacio´ quaternio`nica. Aleshores, l’estudi de
les representacions de Galois en certs subgrups de torsio´ d’aquestes superf´ıcies abelianes permet
abordar el problema de manera prou satisfacto`ria.
Sota les hipo`tesis de treball de [Jor86] i [Sko05], la no existe`ncia de superf´ıcies abelianes
amb multiplicacio´ quaternio`nica per una a`lgebra de quaternions de divisio´ racional i indefinida BD
definides sobre un cos quadra`tic imaginari K que escindeix BD equival a la no existe`ncia de punts
K-racionals en XD. En canvi, en aquest treball hem presentat resultats ana`legs sense suposar que
les superf´ıcies abelianes parametritzades per XD admeten un model racional sobre el seu cos de
mo`duli. Aixo` ha estat possible gra`cies a les representacions de Galois introdu¨ıdes en el Cap´ıtol 4,
associades a punts en la corba de Shimura XD.
Pel fet que les idees del Cap´ıtol 4 s’emmarquen en un context forc¸a general, aquest treball obre
les portes a investigar nous problemes. Per exemple, sembla natural pensar que un resultat similar
al Teorema 5.1 podria ser demostrat per al cas de varietats de Shimura de dimensio´ superior, sobre
les quals hem fet un breu inc´ıs en el Cap´ıtol 2.
Un altre problema interessant e´s el d’estudiar l’existe`ncia de punts racionals en quocients
d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura. En el Cap´ıtol 6 hem vist un primer petit resultat, pero`
fent servir els treballs en [BFGR06], [Rot04] i [Rot08], es pot demostrar un resultat similar
al Teorema 5.1 per a quocients d’Atkin-Lehner de corbes de Shimura. E´s a dir, es poden trobar
condicions suficients expl´ıcites sobre una a`lgebra de quaternions racional i indefinida BD, i sobre
un divisor m de D, per tal de poder assegurar que X
(m)
D (Q) = ∅. Per aconseguir-ho, d’una banda
e´s fa`cil veure que a partir del recobridor de Shimura ZD,p → XD associat a un factor primer de
D es pot construir un recobridor Z
(m)
D,p → X(m)D amb les mateixes propietats. I d’altra banda,
cal descriure la interpretacio´ modular del quocient d’Atkin-Lehner X
(m)
D . Actualment, aquest
problema ja s’esta` estudiant (els detalls apareixeran a [dVR]).
Per u´ltim, es pot explorar tambe´ l’obstruccio´ de Brauer-Manin en corbes de Shimura i els seus
quocients d’Atkin-Lehner, per tal d’investigar si aquesta e´s l’u´nica obstruccio´ al principi de Hasse
en aquestes corbes.
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